Poděkování

Rád bych poděkoval svému školiteli za pečlivé vedení, trpělivost při poskytování cenných podnětů a nápadů, pozitivní přístup a stálou podporu.

Dále také děkuji Ing. Petru Bauerovi, Ing. Radku Honzátkovi, Ing. Jindřichu Makovičkovi, Milanu Šenkýři a dalším kolegům z Katedry matematiky za poskytnutí dat z jimi řešených problémů a úloh, které umožnily otestovat a vylepšit implementované vizualizační programy.

Práce vznikla v rámci VZ MŠMT 98:210000010, projektu GAČR 201/01/0676 a projektu č. 159 Česko-slovenského vědecko-technického programu.

Čestné prohlášení

Prohlašuji, že jsem tuto práci vypracoval sám a uvedl všechnu použitou literaturu.

V Praze dne 8. ledna 2004 Martin Petřek

Obsah

Úvod 5

1 Vizualizační algoritmy 6 1.1 Vizualizace skalárních dat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 1.1.1 Color Mapping . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 1.1.2 Vrstevnice, contouring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 1.2 Vizualizace skalárních dat ve 3D . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 1.2.1 Algoritmus Marching Cubes . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 1.2.2 Algoritmus Marching Tetrahedra . . . . . . . . . . . . . . 13 1.2.3 Algoritmus Dividing Cubes . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 1.3 Vizualizace vektorových polí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 1.3.1 Parametrizace integrální křivky . . . . . . . . . . . . . . . 17 1.3.2 Konvoluce po křivce (LIC) . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 1.3.3 LIC na mřížce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 1.3.4 Algoritmus FastLIC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 1.3.5 Konvoluční teorém . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 1.3.6 Po částech polynomiální funkce . . . . . . . . . . . . . . . 22 1.3.7 Využití konvolučního teorému . . . . . . . . . . . . . . . . 23 1.3.8 B-spline jako konvoluční jádro . . . . . . . . . . . . . . . 24 1.4 Integrální křivková konvoluce na obecných plochách . . . . . . . 26 1.4.1 „Kachlíkování” trojúhelníků . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 1.5 Anizotropická difuze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 1.6 Metoda transportu textury . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 1.7 Vizualizace chemických sloučenin . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2 Implementace algoritmů 42 2.0.1 Program LicOnStructuredGrid . . . . . . . . . . . . . . . 44 2.0.2 Program LicOnTriangleMesh . . . . . . . . . . . . . . . . 46 2.0.3 Program Licsurf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 2.0.4 Program Mvis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3 Výsledky úloh 58 3.1 Modelování soupeření živočišných druhů na oblasti . . . . . . . . 58 3.1.1 Dynamika křivek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 3.1.2 Aproximační schéma pomocí MKD . . . . . . . . . . . . . 64 3.2 Vizualizace proudění tekutin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 3.3 Vizualizace potenciálu elektrického pole . . . . . . . . . . . . . . 68 3.4 Vizualizace transportu znečištění v mezní vrstvě atmosféry . . . 68

Závěr 72

4 Dodatky 73 Obsah CD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 4.1 Numerické metody . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74 4.1.1 Runge-Kuttovy metody . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

Literatura 79

Seznam symbolů

R . . . množina reálných čísel N . . . množina přirozených čísel x_0, x_1, x_2 . . . prostorové souřadnice v . . . vektorové pole t . . . čas Ω . . . oblast, doména ∂Ω . . . hranice oblasti τ , σ . . . integrální křivka T . . . textura δ . . . Diracova funkce ν . . . vnější normála ρ . . . skalární funkce na Ω ρ_e . . . zprůměrovaná funkce na okolí e G_e . . . průměrovací konvoluční jádro na okolí e A, B . . . matice v R^n

Úvod

Nebývalý rozvoj techniky v poslední době vede k obrovskému uplatnění počítačů v numerickém řešení inženýrských úloh a jiných problémů souvisejících s modelováním přírodních a sociálních jevů. Výsledkem počítačových simulací a numerických výpočtů bývá nemalé množství dat, které je třeba vhodně zobrazit, aby bylo možné data správně interpretovat a chápat. Obor, který studuje tuto problematiku, se nazývá vědecká a matematická vizualizace.

Předkládaná práce se zabývá vybranými vizualizačními technikami pro zobrazování úloh a problémů řešených na Katedře matematiky FJFI ČVUT v Praze. Navazuje na výzkumný úkol [15] z června 2002. V současnosti je na trhu několik systémů zahrnujících vědeckou vizualizaci, ať už se jedná o systémy MATLAB, MAPLE, Grape, Mathematica a další. Většina moderních technik však v nich není ještě obsažena a když ano, nejsou zdrojové kódy k dispozici (bývají předmětem firemního tajemství). Nelze si tedy tyto metody upravovat podle vlastních potřeb a požadavků. Nezbývá než algoritmy implementovat osobně.

Cílem této práce je na základě studia poznatků z oboru matematické vizualizace navrhnout a implementovat programové vybavení pro názorné zobrazení úloh řešených na KM.

První kapitola práce obsahuje přehled a základní myšlenky nejužívanějších algoritmů a postupů. Důraz je kladen na zobrazování vektorových polí moderními metodami (metoda křivkové konvoluce, metoda anizotropické difuze aj.).

Druhá část je věnována popisu algoritmů z pohledu programátora. Zde jsou popsány některé klíčové obraty použité při implementaci algoritmů v programovacím jazyce C++ (viz [24]).

Poslední částí je kapitola s ukázkami grafických výstupů algoritmů s ohledem na řešené úlohy. Nedílnou součástí práce je CD se zdrojovými kódy implementovaných algoritmů, dále s ukázkami výsledků v podobě statických obrázků a krátkých filmových animací. Jsou zde i návody k instalaci programů a dokumentace ke zdrojovým kódům v HTML formátu.

V závěru jsou shrnuty a zhodnoceny dosažené výsledky a poslední částí je seznam literatury, ze které jsem při psaní čerpal.

Práce obsahuje dodatek popisující obsah přiloženého CD, dále oddíl s přehledem numerických metod použitých při simulaci některých úloh a vizualizačních metod spojených s numerickým výpočtem (viz [17]).

Kapitola 1

Vizualizační algoritmy

1.1 Vizualizace skalárních dat

1.1.1 Color Mapping

Mapování pomocí barev je jednou z nejčastěji používaných metod pro zobrazení skalárních dat. Implementuje se pomocí tzv. vyhledávací tabulky barev. Tato tabulka obsahuje indexované barvy (např. hodnoty RGB). Nejnižší index odpovídá minimální hodnotě veličiny, nejvyšší pak maximální hodnotě, pro předem definovaný rozsah hodnot. Mapovací funkce je uvnitř intervalu [min, max] lineární a její předpis vypadá takto:

s_i < min ⇒ i = 0 s_i > max ⇒ i = n − 1 jinak i = n ( s_i − min max − min ) . (1.1)

Index i odkazuje do tabulky, kde jsou hodnoty barevných složek RGB. Hodnoty mimo rozsah se zobrazují pomocí krajních barev.

Obecnější obdobou vyhledávací tabulky je transformační funkce. Touto transformační funkcí může být v podstatě jakýkoliv výraz, který transformuje skalární hodnotu do barevné škály. Můžeme například zobrazovat hodnoty daného rozsahu do jednotlivých barevných složek (např. červené) nebo ovlivňovat lokální průhlednost a jiné světelné charakteristiky. Průhlednost se však používá zejména v trojrozměrném případě. Klíčovou otázkou barevného mapování je správná volba barevné palety, mají-li být přijatelně viděny žádané hodnoty.

Barevné mapování se často používá ve spojení s jinými vizualizačními technikami pro svoji jednoduchou implementaci (viz [23]). Příkladem jsou některé ukázky v kapitole 3 této práce. Například při vizualizace proudění vektorových polí se pomocí barevného mapování zobrazuje třeba velikost nebo jiná skalární veličina (např. teplota média).

1.1.2 Vrstevnice, contouring

Zobrazení pomocí vrstevnic je hojně užívaná technika (viz [23]). Využívá se při zobrazení skalárních funkcí dvou proměnných f : R^2 → R. U takové funkce se generují křivky, které mají na oblasti charakteristické vlastnosti, například f(x, y) = konst. Předpokládejme mřížku, na níž máme dány hodnoty funkce. (viz obr. 1.1) Pro generování křivek je nutné použít interpolační algoritmy, neboť zobrazovaná funkce je popsaná diskrétními hodnotami, přičemž hodnoty, které nás zajímají, mohou ležet mezi uzly mřížky.

Obrázek 1.1: Diskrétní hodnoty funkce na mřížce

Algoritmy pro spojování vrstevnic

• Edge-tracking

Algoritmus Edge-tracking vychází z jednoduché myšlenky. Pokud křivka vstoupí do buňky, musí z ní i vystoupit, z čehož plyne způsob vytváření spojnic:

1. Detekují se průseky s hranicemi buňky – (pomocí interpolace z hodnot funkce v uzlech)

2. Spojují se průsečíky hranic přes buňku a postupuje se do sousedních buněk, dokud se nedostaneme k výchozímu bodu nebo ke kraji oblasti. Zároveň si pamatujeme navštívené buňky.

3. Předchozí krok se provádí, dokud nejsou prozkoumány všechny buňky.

• Marching-squares

Tento algoritmus se velice často používá pro svoji jednoduchou implementaci. Vychází z faktu, že pro danou buňku existuje konečný počet možností, jak přes ni vést lineárně vrstevnici. Ze znalosti hodnot v uzlech se nalezne odpovídající případ, který se pak řeší individuálně (viz obr 1.2). Například pro typickou čtyřúhelníkovou buňku existuje 16 možností, jak vrstevnici vést.

Uzlové body se rozdělí podle toho, leží-li „nad” resp. „pod” vrstevnicí. Má-li být vrstevnice vedena body s hodnotou f, pak všechny uzlové body, kde f_i ≤ f,

Obrázek 1.2: Jednotlivé případy pro obdélníkovou buňku.

jsou označeny jako vnitřní, ostatní jako vnější. Vnější budou označeny jedničkou, vnitřní nulou. Podle těchto hodnot dostaneme jednoznačný identifikátor každého případu. Například případ (2) na obrázku 1.2 bude mít kód 0100.

— Algoritmus 1.1.2 – MARCHINGSQUARES — 1 Vyber buňku, spočti vnitřní a vnější stavy vrcholů. 2 Pomocí stavů urči index v tabulce.

3 Pomocí tabulky případů spočti skutečné vedení vrstevnice.

Na obrázku 1.2 je vidět jeden nedostatek metody. V případech 5 a 10 není jasné, kudy máme vrstevnici vést. V rovině existují dvě možnosti, jak ukazuje následující obrázek.

Obrázek 1.3: Problém nejednoznačnosti

Pro jednu z nich se můžeme rozhodnout. Tato nejednoznačnost plyne z nedostatečné diskretizace předpokládané spojité funkce f. Hodnoty máme dány pouze v uzlech; mezi uzly není průběh funkce znám.

V rovině tato „nejednoznačnost” naštěstí nevede k žádným nepříjemným efektům (např. přerušení vrstevnic). Ve třech rozměrech je situace složitější, jak bude popsáno níže.

1.2 Vizualizace skalárních dat ve 3D

Pro zobrazení funkcí typu f : R^3 → R se používají vizualizační algoritmy převádějící objemovou informaci do povrchové reprezentace. Tato problematika je dobře popsána v [13]. Častým postupem je aproximace povrchů sítí trojúhelníků. Povrchy se generují v místech s konstantní funkční hodnotou (tj. f(x, y, z) = konst). Proto se takto vzniklé sítě nazývají izoplochy, a odpovídají izočarám ve dvou rozměrech.

Nejznámějším a současně nejpoužívanějším algoritmem pro převod izoploch v objemové reprezentaci na trojúhelníkové sítě je metoda Marching Cubes, méně známou je metoda Marching Tetrahedra.

Pokud požadujeme jediné pohledově závislé zobrazení objemu, je s ohledem na omezené rozlišení displeje zbytečné počítat přesně malé trojúhelníčky, které se promítnou do jednoho pixelu. Proto byla navržena metoda Dividing cubes, která generuje výsledný povrch jako množinu povrchových bodů s normálou - smart points.

1.2.1 Algoritmus Marching Cubes

Algoritmus poprvé publikovali Lorensen a Cline v roce 1987 ([9]). Ve své práci jej použili k nalezení izoplochy v tomografických datech a k jejímu pokrytí sítí trojúhelníků. Získanou síť zobrazovali klasickými metodami počítačové grafiky. Vstupem algoritmu je objem dat (prostorová pravoúhlá mřížka) a konstanta pro práh. Výstupem je síť trojúhelníků. Sled kroků pro jednu buňku objemu popisuje algoritmus (1.2.1 – MARCH). Jednotlivé kroky probereme podrobněji.

— Algoritmus 1.2.1 – MARCH — 1 Vytvoření krychle.

2 Ohodnocení vrcholu (uvnitř nebo vně). 3 Sestavení indexu do tabulky případů.

4 Nalezení seznamu hran, které plocha protíná. (podle informací v tabulce) 5 Interpolace souřadnic vrcholů trojúhelníků na hranách. 6 Výpočet normál ve vrcholech trojúhelníků.

1. Vytvoření krychle. Vstupem algoritmu je prostorová mřížka, v jejíž vrcholech jsou uloženy hodnoty vzorků. Algoritmus nepracuje s celým objemem dat najednou, ale načítá vzorky postupně po řezech, tj. např. s konstantní souřadnicí z. Krychli tvoří vždy dvě čtveřice vzorků ze sousedních řezů.

2–4. Ohodnocení vrcholu, sestavení indexu a nalezení seznamu hran.

Hodnoty ve vrcholech jsou porovnány se zadanou prahovou hodnotou a vrcholy ohodnoceny buď jako vnitřní (hodnota < práh), nebo vnější (hodnota ≥ práh). Je-li všech osm vrcholů ohodnoceno stejně, leží krychle celá vně, či celá uvnitř, a proto se dalšího zpracování neúčastní. Vzniklých osm binárních hodnot zapíšeme jako osmibitový index do 256- řádkové tabulky. V této tabulce je pro každý index uložen seznam hran krychle, které musí vytvářená izoplocha protínat, tj. seznam hran na nichž leží vrcholy generovaných trojúhelníků. Díky tomu, že je krychle symetrické těleso, je potřebných 256 případů vytvořeno natočením či inverzí (prohozením poloh vrcholů vně a uvnitř a tedy i invertováním nul a jedniček v indexu) patnácti základních případů. Například postup výpočtu izoplochy v buňce, kde jsou všechny hodnoty v rozích vyjma jediného

Obrázek 1.4: Základní případy konfigurace vrcholů krychle u algoritmu Marching Cubes a způsob, jakým povrch objektu protíná krychli. Tečky odpovídají vrcholům uvnitř, neoznačené vrcholy vrcholům vně tělesa.

menší než zadaný práh, je stejný jako výpočet izoplochy v případě, že jsou všechny hodnoty v rozích kromě jediného větší než práh. Situace je navíc stejná pro kterýkoliv jiný „vyjímečný” roh, jen je symetricky otočená. Patnáct základních případů je zobrazeno na obrázku 1.4.

5. Výpočet souřadnic ve vrcholech trojúhelníků. Přesnou polohu vrcholu trojúhelníka v rámci hrany získáme jednoduše lineární interpolací. Pro hrubou představu lze použít interpolaci metodou nejbližšího souseda, kdy umísťujeme vrchol trojúhelníka do vrcholu, jehož hodnota je hodnotě prahu nejblíže.

6. Výpočet normál. Pro zobrazení vypočtené trojúhelníkové sítě je nutné určit hodnoty normál v uzlech. Ty vypočítáme pomocí lineární interpolace normál určených ve vrcholech krychle. Směr normál ve vrcholech krychle lze odhadnout pomocí gradientu funkce f, jak popisuje následující odstavec.

Metoda odhadu vychází z úvahy, že povrch (izoplocha) rozděluje data na dvě části, které se navzájem liší funkční hodnotou. Dále se předpokládá, že směr normály je totožný se směrem vektoru gradientu funkce (∇f = (g_0, g_1, g_2)). Protože neznáme přesný průběh spojité funkce f(X), jejíž vzorky máme k dispozici, aproximujeme gradient centrální diferencí hodnot vzorků h(X) v bodech mřížky o souřadnicích X = [x_0, x_1, x_2].

g_0 = h(x_0 + a, x_1, x_2) − h(x_0 − a, x_1, x_2) 2a , g_1 = h(x_0, x_1 + b, x_2) − h(x_0, x_1 − b, x_2) 2b , (1.2)

g_2 = h(x_0, x_1, x_2 + c) − h(x_0, x_1, x_2 − c) 2c . Pro kartézskou mřížku s krychlovými buňkami je a = b = c = 1. S indexy vzorků i, j a k lze vztah 1.2 přepsat na

g_0 = h(i + 1, j, k) − h(i − 1, j, k) 2 , g_1 = h(i, j + 1, k) − h(i, j − 1, k) 2 , (1.3)

g_2 = h(i, j, k + 1) − h(i, j, k − 1) 2 . Pokud pracujeme s naměřenými daty, je třeba data nejprve vyhladit (odfiltrovat šum), pak teprve použít metodu. Metoda je totiž silně náchylná na šum; vnikají velké rozdíly v gradientech a tím dochází k chybnému výpočtu normál.

Lepší výsledky dává metoda adaptivního gradientního stínování, která přizpůsobuje velikost okolí pro výpočet gradientu datům. Nejčastěji se používá odhad

Obrázek 1.5: Návaznosti krychlí

parciálních derivací symetrickou diferencí, např. ve směru rovnoběžném s osou x v buňce o souřadnicích [i, j, k] se odhadne jako 0.5(h(i + 1, j, k) − h(i − 1, j, k)). U metody adaptivního gradientního stínování se testuje, zda je buňka prvkem tzv. „tenkého povrchu”. Pokud je h(i, j, k) > h(i + 1, j, k) a zároveň h(i, j, k) > h(i − 1, j, k), je buňka chápána jako „součást tenkého povrchu” a složka gradientu se vypočítá nesymetricky jako diference 0.5(h(i, j, k) − max[h(i + 1, j, k), h(i − 1, j, k)]). Algoritmus postupně prochází celým prostorem buněk (object space) a pro každou krychli provádí výše uvedené kroky. Pokud využijeme toho, že každý interpolovaný vrchol sítě je společný čtyřem krychlím, lze množství výpočetních kroků značně snížit. Využitím již jednou vypočtených hodnot pak místo osmi interpolací v jednom kroku počítáme jenom tři. Tuto situaci zachycuje obrázek 1.5, kde jsou nově počítané body označeny černou tečkou.

Výstupem algoritmu je izoplocha ve formě sítě trojúhelníků, která se dá zobrazovat klasickými metodami počítačové grafiky s využitím existujících grafických karet. Získaných trojúhelníků bývá nicméně velké množství, neboť pro každou krychli mohou vzniknout až čtyři. Toto množství se ukázalo jako hlavní nevýhodou algoritmu Marching Cubes v aplikacích s rozsáhlejší mřížkou dat. Například pří zobrazení již zmíněných tomografických dat v rozlišení 512 × 512 × 100 vzorků vznikalo řádově 500 000 trojúhelníků, pro rozlišení 1024 × 1024 × 100 až 2 miliony.

Obrázek 1.6: Dvojznačná stěna. Barvou je vyplněno těleso, bíle okolí.

Druhou slabinou původního algoritmu je, že se způsob triangulace povrchu určuje pouze na základě hodnot osmi vrcholů tvořících krychli a ne globálně s ohledem na její okolí. Proto se vyskytují potenciálně nejednoznačné případy, kdy nemůžeme s jistotou říci, kudy hledaný povrch prochází. V místech styku dvou krychlí, které sdílejí „dvojznačnou stěnu” (ambigous face), tj. takovou stěnu, která má vždy dva protilehlé vrcholy uvnitř tělesa a dva vně, mohou vznikat v některých případech díry. Takovou stěnu může povrch protínat dvěma způsoby (viz detail na obr. 1.6).

Mechanismus vzniku děr je tento: Pokud se setkají dva doplňkové případy (druhý je prostou záměnou vnitřních a vnějších vrcholů) a tyto buňky navíc současně sdílejí dvojznačnou stěnu, vznikne v daném místě díra (viz obr. 1.7).

Obrázek 1.7: Vznik díry v povrchu

Vylepšený algoritmus navržený Nielsonem a Hammanem [20], v němž základní soubor případů je ještě doplněn o některé další, sice vnik děr vylučuje, ovšem za cenu pomalejší rychlosti. Ukazuje se však, že díry se objevují maximálně v setině procenta případů. Proto se užívá původní algoritmus s detekcí vzniklé díry, která se posléze „zalepí” dvojicí trojúhelníků.

Obrázek 1.8: Algoritmus Marching Tetrahedra: dělení krychle na pět čtyřstěnů

1.2.2 Algoritmus Marching Tetrahedra

Dalším pokusem, jak zamezit nejednoznačnostem při triangulaci povrchu, je algoritmus Marching Tetrahedra (viz [13]). Místo umísťování vrcholů trojúhelníků na hranách krychliček se krychle rozdělují na pět čtyřstěnů a trojúhelníky se umísťují do nich (to znamená místo na dvanácti hranách na osmnácti). Dělení krychle na pět čtyřstěnů je možné dvěma způsoby, které je nutno z důvodu zachování návaznosti trojúhelníků sítě pravidelně střídat (viz obr. 1.8). Po prozkoumání všech možností umístění vnějších a vnitřních vrcholů zjistíme, že trojúhelníky hledaného povrchu vznikají ze dvou základních variant. Pro jeden vrchol uvnitř a ostatní tři vně vznikne jeden trojúhelník, pro dva vrcholy uvnitř a dva vně pak vznikají dva trojúhelníky (viz obr. 1.9).

Problém děr byl sice vyřešen, ale za cenu dalšího neúměrného nárůstu počtu trojúhelníků a nutnosti střídání způsobu dělení. Zlepšení návaznosti lze dosáhnout dělením na 6 až 24 čtyřstěnů, nicméně pak už je počet trojúhelníků neúnosný. Proto se tento algoritmus v praxi příliš neujal.

Obrázek 1.9: Algoritmus Marching Tetrahedra: dva způsoby umístění trojúhelníků ve čtyřstěnu

1.2.3 Algoritmus Dividing Cubes

Algoritmus Dividing Cubes navrhl Cline ve [9]. Problém pomalého vykreslování obrovského množství malých plošek vyřešil tím, že tento krok úplně odstranil a místo plošek generoval povrchové body s normálou (tzv. smart points), které mají tu vlastnost, že se zobrazují do jednoho bodu (pixelu) na obrazovce. Postup algoritmu je tento:

1. Vytvoření buňky ze dvou čtveřic vzorků v sousedních vrstvách. Buňka má obvykle tvar kvádru s různými délkami hran x,y,z.

2. Výpočet gradientu ve všech osmi vrcholech buňky centrální diferencí (k tomu potřebujeme další dvě vrstvy).

3. Rozdělení buňky na a × b × c malých krychliček o velikosti shodné s velikostí pixelu (např. a = x_{cell}/x_{pixel}). Hodnoty funkce f v nově vzniklých vrcholech se dopočítají lineární interpolací.

4. Krychličky postupně procházíme a ohodnocujeme jejich vrcholy podle hodnoty na vnitřní (f <práh) a vnější (f >práh). Na základě tohoto ohodnocení určíme, které krychličky povrch protíná a které jsou celé uvnitř či celé venku. Do dalšího zpracování postupují pouze povrchové krychličky, tj. takové, jejichž ohodnocení osmi vrcholů se liší.

5. Pro povrchové krychličky se interpolací spočítá vektor gradientu.

6. Výpočet intenzity osvětlení v místě krychličky.

Algoritmus pracuje v prostoru dat (object space) a dává stejně kvalitní výsledky jako algoritmus Marching Cubes, přičemž efektivně využívá možností rastrového displeje (negeneruje nezobrazitelné detaily), čímž ušetří rastrování polygonů. Proto je tato metoda vhodná tehdy, když není k dispozici podpora hardwaru urychlující zobrazování trojúhelníků.

1.3 Vizualizace vektorových polí

V inženýrských úlohách bývá častým výstupem vektorové pole. Na jeho zobrazení existuje hned několik metod a stále nové jsou předmětem výzkumu. Za základní (viz [13]) lze považovat tyto:

1. Redukce na skalární hodnoty

2. Znázornění šipkami

3. Vektorové glyfy

4. Sledování částic

5. Algoritmy založené na křivkové integrální konvoluci^1

ad 1) Místo přímé vizualizace vektorového pole vizualizujeme nějakou skalární veličinu, kterou lze z vektorů vypočítat, například velikost vektorů či skalární součin se zadaným vektorem. K tomu používáme algoritmy pro zobrazení skalárních hodnot, z nichž některé byly uvedeny výše.

ad 2) Vektorové pole lze znázornit malými úsečkami, šipkami či jehličkami, jejichž počáteční poloha odpovídá poloze vzorku v mřížce, koncový bod určuje směr vektoru, vzdálenost pak odpovídá jeho velikosti. Obecně mohou vektory vycházet z jednoto bodu, z bodů na přímce, z bodů rovinné mřížky či z bodů na izoploše jiné proměnné. V bodech mimo mřížku se hodnoty získávají interpolací. Tyto typy zobrazení se označují jako ježci (hedgehogs) nebo nitky na pletivu (screen door). Velkou nevýhodou tohoto zobrazení je fakt, že při velkém množství šipek je výsledek vizualizace spíš změť čar postrádající očekávanou informační hodnotu. Proto je třeba volit počet šipek umírněně a zobrazovat například každý pátý element (máme-li data zadaná na mřížce). Pro 3D úlohy je přímá implementace této techniky nepoužitelná, pozorovatel ztrácí orientační body, šipky různých délek se při promítání (většinou perspektivním) jeví stejně dlouhé, vzniká spousta překryvů. Tyto problémy se řeší zobrazováním po řezech, resp. promítáním na zadané roviny, případně obecnější nadplochu.

Obrázek 1.10: Glyf, jako prostředek vizualizace vektorového pole

ad 3) Pojmem Glyf (glyph) označujeme grafické objekty, které něco reprezentují. Glyfem tedy jsou i šipky z předchozího případu, ale i kuličky (představující částice) či jiné objekty. Glyfy znázorňují kromě vektoru i

1Označováno jako line integral convolution

další skalární hodnoty, mohou se sestávat z více částí, jejichž velikost, orientace a barva jsou odvozeny z hodnot dat (viz obr. 1.10). Tato technika, hojně užívaná v komerčních sféře (např. předpověď počasí a glyfy v podobě ikon charakterizující stav oblačnosti na daném místě území), se však často používá v interaktivních programech, kdy se na požádání uživatele umístí sonda (probe) do zajímavého bodu a (interaktivně) se zkoumá jeho blízké okolí.

ad 4) (Particle tracing) Jde o skupinu metod zviditelňujících rozložení vektorového pole na základě interakce s částicemi (particles). V podstatě jde o napodobování postupů, které se používají v aerodynamice ve větrných tunelech či v hydrodynamice, kdy se do proudu vstřikuje kouř nebo barvivo. Vznikají integrální křivky, tj. křivky, jejichž body se získají postupnou integrací vektorového pole, které je chápáno jako pole vektorů rychlosti. Z daného místa x(t) a při dané rychlosti v(x(t)) se za čas Δt dostaneme do místa

x(t + Δt) = x(t) + t+Δt∫

t v(x(t))dt. (1.4)

Tím je nalezena nová poloha bodů a integrace se opakuje. Proces se ukončí po zadaném počtu kroků či po dosažení hranice oblasti (dat). Vypočítané body se propojí úsečkami.

Integrální křivky se počítají jako řešení jednoduchých diferenciálních rovnic typu dx dt = v(x), (1.5)

a to nejčastěji metodou Runge-Kutta druhého či čtvrtého řádu (viz [6, 17]).

Typy integrálních křivek lze rozdělit na:

Stream lines (Field lines) jsou integrální křivky statického vektorového pole procházející zadaným bodem v daném časovém okamžiku. Jsou to křivky, které jsou ve všech svých bodech tečné k vektorovému poli. Vzhledem k tomu, že se získávají v jednom časovém kroku, nemají fyzikální paralelu. Počítají se v jednom (tj. statickém) vektorovém poli.

Streakline je křivka, která vznikne jako dráha částic kontinuálně vstřikovaných z jednoho bodu do vektorového pole. Jinými slovy je to geometrické místo, kde se nacházejí miniaturní částice kapaliny, které prošly zadaným bodem. Fyzikálně odpovídají bublinám vstřikovaným do proudu kapaliny. Vypočítávají se z mnoha vektorových polí vyvíjejících se v čase.

Path line (Particle path) odpovídá dráze jediné částice v proměnném vektorovém poli. Je to obdoba fotografie svítícího bodu při dlouho otevřené uzávěrce. Vypočítává se z mnoho vektorových polí vyvíjejících se v čase.

Time line vznikne, je-li skupina částic umístěných v jedné přímce v jednom okamžiku naráz uvolněna. Vypočítává se podobně jako pathline ovšem pro skupinu částic.

Tuft je malý praporek zapíchnutý v nějakém místě. Vznikne buď jako krátká streamline v jednom vektorovém poli, nebo jako krátká cesta částice (particle path) ve více vektorových polích.

Blob tracing fyzikálně odpovídá sledování vývoje zvoleného konečného objemu kapaliny. Jde o analogii vstřikování barviva do kapaliny. V principu se jedná o sledování většího počtu částic.

Při stacionárním proudění streamline, streakline a path line splývají.

ad 5) Vizualizace vektorového pole pomocí křivkové integrální konvoluce vychází z následující myšlenky. Máme-li dáno vektorové pole na oblasti Ω, dále šumovou funkci u na této oblasti (např. obrázek s náhodnými hodnotami šedi) a provedeme-li v každém bodě oblasti konvoluci s jádrem h(x) ve směru vektorového pole, vyhladí se šum podél proudnic (streamline) vektorového pole, zatímco napříč proudnicemi zůstane rozdíl funkčních hodnot zachován. Výsledkem je pak šedotónový obrázek se zobrazenými proudnicemi (viz obr. 1.11).

Obrázek 1.11: Ukázka použití integrální konvoluce

1.3.1 Parametrizace integrální křivky

Předpokládejme oblast Ω ⊂ R^2, na níž je dáno vektorové pole v : Ω → R^2. Nechť τ : [t_0, t_1] ⊂ R → R^2 značí integrální křivku^2 takovou, že d dt τ (t) = v(τ (t)) τ (t_0) = x_0, x_0 ∈ Ω (1.6)

Předpokládejme splnění Lipschitzovy podmínky pro pravou stranu, která zaručí jednoznačnost řešení, dále předpokládejme, že v je nenulová pro všechny body

2Tou může být například proudnice daného vektorového pole apod.

Ω. Za těchto předpokladů lze křivku parametrizovat „délkou oblouku”: s(t) = ∫_t t_0 v(t

′)dt^′. Protože^{ds}_{dt} = v, dostáváme

dτ (t(s)) ds = dτ dt ( ds dt )_{−1} = v(τ (t(s))) v(τ (t(s))) . (1.7)

Z toho plyne parametrická rovnice pro křivku. dσ(s) ds = v(σ(s)) v(σ(s)) σ(s_0) = x_0. (1.8)

1.3.2 Konvoluce po křivce (LIC)

Metoda line integral convolution (dále jen LIC), navržená Cabralem a Leedomem (viz [1]), je založena na konvoluci náhodné vstupní textury (nebo zašuměného obrázku) a vektorového pole, například podél proudnic tohoto pole. Popíšeme algoritmus pro dvojrozměrný případ, který je ale snadno rozšířitelný i na vyšší dimenze.

Předpokládejme texturu T a integrální křivku σ daného vektorového pole. Intenzita I(x) ve výsledném obrázku se pomocí integrální křivkové konvoluce vypočítá jako

I(x) = s+L∫ s−L T (σ(s^′))h(s − s^′)ds^′ pro x ∈ σ(s), (1.9)

kde h značí normalizované konvoluční jádro, tedy ∫_L −L h(s^′)ds^′ = 1. Jedná se tedy o konvoluci podél křivek σ vektorového pole přes konečný supp h = [−L, L]. Zkráceně zapíšeme jako

I_σ(s) = (T_σ ∗ h)(s). (1.10)

Poznamenejme, že pokud počítáme (1.9) na oblasti Ω, je nutné dávat pozor u hranice oblasti. Proto je dobré Ω rozšířit na Ω̄ = Ω ∪ B. Kde vhodně „široký” okraj B zajistí možnost integrace rovnice (1.9) pro ∀x ∈ Ω. Jako konvoluční jádro se obvykle volí jednorozměrný obdélníkový puls, ale lze volit i složitější funkce viz dále.

1.3.3 LIC na mřížce

Předpokládejme, že oblast Ω (resp. Ω̄ = Ω ∪ B) je rozdělena do množiny {ω_i} (resp. {ω̄_i}) pixelů^3. Nechť T je rastrový obrázek na Ω̄ a T_{ω̄i} odpovídají hodnotám textury na ω̄_i. Výstupem bude zase rastrový obrázek O : Ω → N_0, jeho hodnoty pro ω_i ⊂ Ω označme O_{ωi} a budou znamenat třeba stupně šedi.

3Každý takový pixel je představován jedním obdélníčkem.

Uvažujme křivku x = σ(s) na rastrovém obrázku T . Pixely σ[s − L, s + L] přispívají do výsledné intenzity I(x). Předpokládejme, že úsek křivky σ[s − L, s+L] prošel n pixely ω_{j1} , . . . , ω_{jn} . Tedy σ se skládá z n segmentů σ[s_{k−1}, s_k]; každý projde pixelem ω_{jk} . Hranice konvoluce jsou s_0 = s − L a s_n = s + L.

Textura T (σ(s^′)) je nyní jednorozměrná, po částech konstantní funkce na intervalu [s − L, s + L]. Její zlomové body jsou s_1, . . . , s_n přičemž pro ∀s^′ ∈ [s_{k−1}, s_k] platí T (σ(s^′)) = T_{w̄jk} , k ∈ n̂. Rovnice (1.9) tak přejde na

I_σ(s) = n∑ k=1 T_{ω̄jk} s_k∫

s_{k−1} h(s − s^′)ds^′ (1.11)

Pro výstupní diskrétní hodnoty můžeme provést například průměrování přes pixely ω_i. V praxi se k výpočtu používají přibližné Riemannovy vzorce pro integrální součet. Buď m =^L_{Δs} , j =^s_{Δs} a k =^{(s−s′)}_{Δs} , kde Δs značí velikost vzorkování. Pak (1.9) přejde na

Î_σ(s) = 1 2m + 1 m∑ k=−m T_σ(s + kΔs)h(−kΔs). (1.12)

Přesnost závisí samozřejmě na velikosti Δs. Pro výsledný obrázek se nejprve počítají body s malým Δs a následně se průměrují, což zajišťuje vyhlazení výsledného obrázku a tím i lepší výsledek.

Uveďme základní algoritmus křivkové konvoluce v podobě pseudo-kódu.

— Algoritmus 1.3.3 – LICBASIC — 1 Normuj vektorové pole v 2 Inicializuj texturu T náhodným šumem 3 (∀ b ∈ T : b.v := random()) 4 Inicializuj hodnoty výsledné textury na nulu 5 (∀ b ∈ T : b.I := 0) 6 Nastav všem bodům „počet doteků” na nulu 7 (∀ b ∈ T : b.touches := 0) 8 while („existují body s počtem doteků menším než je MaxNumber”) 9 { 10 x_{init} := „nějaký takový bod” 11 x := x_{init} 12 while (délka křivky <^{supp h}_2 AND x ∈ T ) 13 { 14 „Generuj další bod x integrální křivky proti směru pole” 15 } 16 x:=x_{init} 17 while (x ∈ T ) 18 { 19 „Generuj další bod x integrální křivky po směru pole” 20 } 21 for (každý bod b integrální křivky) 22 { 23 h := „hodnota konvoluce v bodě b” 24 b.Intenzity := b.Intenzity + h 25 b.touches := b.touches + 1 26 } 27 } 28 Normuj intenzitu každého bodu počtem dotyků 29 (∀ b ∈ T : b.I := b.I/b.touches) Nejpracnější částí kódu je samotný výpočet konvoluce (tj. kroky 21–26). Existují metody (viz dále), jak výpočet urychlit.

1.3.4 Algoritmus FastLIC

Originální algoritmus rychlé integrální křivkové konvoluce vychází z předpokladu použití obdélníkového pulzu jako jádra konvoluce. Tím se suma v (1.12) značně zjednoduší. Postupujeme-li při výpočtu bodů po směru integrální křivky, není nutné počítat znovu celou sumu pro každý bod.

Stačí k hodnotě intenzity připočítávat nový krajní člen T_σ(s + (m + 1)Δs) a odečítat druhý krajní člen T_σ(s + (−m)Δs). Tak můžeme z nějakého bodu i postupně projít všemi body křivky po jejím směru, resp. proti němu.

K bodům, kterými procházíme, vždy připočítáme vypočtenou hodnotu. U každého si navíc pamatujeme, kolikrát byl navštíven (tj. počet zásahů). Po jistém počtu kroků , nebo došla-li křivka ke ∂Ω, začneme počítat z nového (dosud nezasaženého) bodu. Generujeme tak vlastně další novou integrální křivku. Postup opakujeme, dokud nejsou všechny body zasaženy aspoň jednou. Pak už jen spočítáme skutečnout hodnotu intenzity bodu jako jeho stávající (nasčítanou) hodnotu dělenou počtem zásahů.

Hlavní myšlenka, která algoritmus urychluje, spočívá ve značném omezení konvolučního filtru. Hledaly se a stále hledají nové metody, jak toto omezení obejít. H. C. Hege a D. Stalling navrhli algoritmus (viz [10],[8]), který využívá konvolučního teorému a umožňuje jako jádro konvoluce použít libovolnou, po částech polynomiální funkci.

1.3.5 Konvoluční teorém

Buďte f, h dostatečně hladké funkce, h nechť má konečný support. Platí

f ∗ h = ∞∫ −∞ f(y)h(x − y)dy = ∞∫ −∞ F (y)h^′(x − y)dy = F ∗ h^′(x), (1.13)

pro ∀x ∈ R. F značí primitivní funkci k f, h^′ je derivace h. Integrujeme-li totiž po částech třetí výraz v rovnici (1.13) na konečném intervalu [−z, z], dostáváme z∫ −z F (y)h^′(x − y)dy = F (y) · h(x − y) | | | z

−z − z∫ −z (−1) · f(y)h(x − y)dy, (1.14)

což pro z → ∞ dává vztah

F ∗ h^′(x) = f ∗ h(x), (1.15)

pro každé x. Bude-li f aspoň n-krát integrovatelná a h aspoň n-krát diferencovatelná, opakovaným použitím (1.13) dostaneme vztah

f ∗ h = F_n ∗ h^{(n)}, (1.16) kde F_n(x) = x∫ −∞ dx_n x_n∫

−∞ dx_{n−1} · · · x_2∫

−∞ dx_1f(x_1). (1.17)

Vztah (1.16) bude platit i pro h^{(n)} = cδ(x − ξ), tedy i pro Diracovu funkci. Tím dostáváme f ∗ h(x) = c ∞∫ −∞ F_n(y)δ(x − ξ − y)dy = cF_n(x − ξ). (1.18)

Konvoluci lze tudíž vypočítat pomocí opakované integrace, pokud nějaká derivace h vede na lineární kombinaci δ funkcí. V případě obdélníkového pulsu h[−s, s] odpovídá h^{(1)} = δ(x + s) − δ(x − s), což vede podle (1.18) na rozdíl dvou integrálů.

1.3.6 Po částech polynomiální funkce

Předpokládejme ostře rostoucí posloupnost ξ := (ξ_i)^l_{i=1} čísel ξ_i ∈ R a polynomy P_i pro i ∈ l̂ stupně nejvýše k. Pak můžeme definovat po částech polynomiální funkce řádu k takto:

f(x) := 0, x < ξ_1 P_i(x), ξ_i ≤ x < ξ_{i+1}, i = 1 . . . l − 1. P_l(x), x ≥ ξ_l (1.19)

Jak vyplývá z konstrukce, funkce a jejich derivace nemusí být nutně spojité v bodech ξ_i, jak ukazuje obrázek 1.12.

ξ_1 ξ_2 ξ_3

P_2

P_1

ξ_{l−2} ξ_{l−1} ξ_l

P_{l−2} P_{l−1} P_l

Obrázek 1.12: Ukázka po částech polynomiálních funkcí.

Takto definované funkce tvoří pro pevně zvolenou posloupnost (ξ_i) lineární prostor, který označíme P_{k,ξ}.

Sestavíme speciální bázi tohoto prostoru. Nejprve ale definujme funkci

(x)^r_+ := { 0, x < 0 x^r, x ≥ 0 , (1.20)

pro r ∈ R_0. Nyní definujme funkce φ_{ij} (x) k posloupnosti ξ vztahem

φ_{ij} = (x − ξ_i)^j_+ j! pro i ∈ l̂ a j ∈ ^k − 1 − {0}.. (1.21)

Funkce φ_{ij} jsou po částech polynomiální řádu j + 1 s jediným uzlem ξ_i. Platí tedy φ_{ij} ∈ P_{k,ξ}. Derivováním funkcí φ_{ij} dostaneme d dx φ_{ij} = φ_{i,j−1} pro j ∈ ^k − 1, (1.22) a d^j dx^j φ_{ij} = φ_{i,0} pro j ∈ ^k − 1 ∪ {0}, (1.23)

pro x ≥ ξ_i.

ξ_i j = 0

ξ_i j = 1

ξ_i j = 2

ξ_i j = 3

Obrázek 1.13: Bazické funkce z P_{k,ξ}

Ukažme, že funkce φ_{ij} tvoří bázi prostoru P_{k,ξ}. Definujme lineární funkcionál λ_{ij} jako

λ_{ij}f := f^{(j)}(ξ^+_i ) − f^{(j)}(ξ^−_i ) (1.24)

pro i = 1 . . . l a j = 0 . . . k − 1. Funkcionál λ_{ij} charakterizuje rozdíl j-tých derivací v bodě ξ_i. Aplikací funkcionálu na φ_{ij} a s využitím (1.23) dostáváme

λ_{ij} φ_{rs} = d^j dx^j (x − ξ_r + 0)^s_+ s! − d^j dx^j (x − ξ_r − 0)^s_+ s! = δ_{ir}δ_{js} (1.25)

Ukažme nyní lineární nezávislost φ_{ij} . Nechť ∑ c_{rs}φ_{rs} = 0 potom λ_{ij} ∑ c_{rs}φ_{rs} = ∑ c_{rs}λ_{ij}φ_{rs} = ∑ c_{rs}δ_{ir}δ_{js} = = c_{ij} = {podle předpokladu} = 0 (1.26)

pro ∀i, j. Tedy ∑ c_{ij} φ_{ij} = 0 ⇒ c_{ij} = 0. Dimenze prostoru P_{k,ξ} je rovna kl, což je počet funkcí φ_{ij} . Tedy {φ_{ij} } je skutečně báze P_{k,ξ}.

Pak platí, že libovolnou funkci f ∈ P_{k,ξ} lze jednoznačně nakombinovat z bazických funkcí φ_{ij} . V našem případě je

f = ∑ i,j (λ_{ij} f)φ_{ij} = ∑ i,j ( f^{(j)}(ξ^+_i ) − f^{(j)}(ξ^−_i ) ) (x − ξ_i)j_+ j! . (1.27)

1.3.7 Využití konvolučního teorému

Mějme nyní dané konvoluční jádro h jako funkci po částech polynomiální např. h = ∑ ij c_{ij} φ_{ij} . Na konvoluční teorém (1.16) můžeme použít vztah

d^{(j+1)} dx^{(j+1)} φ_{ij} (x) = δ(x − ξ_i), (1.28) kde δ opět značí Diracovu funkci. Dostáváme tak výpočetní rovnici

f ∗ h(x) = ∞∫ −∞ f(y)h(x − y)dy = ∑ ij c_{ij} ∞∫ −∞ f(y)φ_{ij} (x − y)dy

= ∑ ij c_{ij} ∞∫ −∞ F_{j+1}(y)δ(x − ξ_i − y)dy = ∑ ij c_{ij}F_{j+1}(x − ξ_i). (1.29)

Konvoluční integrál jsme tím převedli na váženou sumu integrálů.

1.3.8 B-spline jako konvoluční jádro

U integrální křivkové konvoluce není nutné předpokládat nesymetrické konvoluční jádro. Naopak velice výhodné se jeví používat funkce typu B-spline, tedy funkce vzniklé z obdélníkového filtru opakovanou konvolucí s tímto filtrem. Obecné vyjádření B-spline křivky b_n, která vznikne (n − 1)-násobnou konvolucí obdélníkového filtru se sebou samým, je dáno vztahem

b_n(x) = 1 (2L)^n n∑ i=0 (−1)^i ( n i ) 1 (n − 1)!

(x + (n − 2i)L)^{n−1}_+ . (1.30)

V teorii B-spline křivek se ukazuje, že b_n má supp [−nL, nL], ∫ b_ndx = 1 a pro n → ∞ funkce b_n stejnoměrně konverguje ke Gaussově křivce. Pro dosažení intervalu [−L, L] nahradíme x →^x_n a upravíme normování, aby h ∼ b̃_n → ∫ h(x)dx = 1. To vede na rovnici

b̃_n(x) = n (2L)^n n∑ i=0 (−1)^i ( n i ) φ_{ij} (x). (1.31)

Pro počítání integrálů F , F_n v bodech s = kΔs, kde −m ≤ k ≤ m a m = L/Δs můžeme použít přibližné vzorce

F (kΔs) = kΔs∫ 0 f(x)dx ≈ Δs k−1∑ i=0 f(iΔs), (1.32)

F_n(kΔs) = kΔs∫ 0 F_{n−1}(x)dx ≈ Δs k−1∑ i=0 F_{n−1}(iΔs). (1.33)

Filtrační jádro Definice Konvoluce f ∗ h

−L L P_1 =^1_{2L}^1_{2L} (F (x + L)− −F (x − L))

−L L P_1 = 1_{L2} (x + L) P_2 =^1_{L2} (L − x) 1 L^2 (F2(x + L)−

−2F_2(x)+ +F_2(x − L))

−L L −L/3 L/3

P_1 =^{27}_{16L3} (x + L)^2 P_2 =^9_{8L} −^{27}_{8L3} x^2 P_3 =^{27}_{16L3} (L − x)^2

27 8L^3 (F3(x + L)−

−3F_3(x + L/3)+ +3F_3(x − L/3)+ +F_3(x − L))

Tabulka 1.1: Ukázka konvolučních filtrů typu B-spline

Obecný algoritmus FastLIC

1. Filtrační jádro vyjádříme jako h_{ij} = ∑ ij c_{ij} φ_{ij} . 2. Vyčíslíme integrály F_n pomocí integrálních součtů v bodech kΔs. 3. Spočteme výsledný obraz pomocí vztahu Ĩ(kΔs) = ∑ ij c_{ij} F_j (kΔs − ξ_i). (1.34)

1.4 Integrální křivková konvoluce na obecných plochách

V předchozím textu byla uvedena metoda integrální křivkové konvoluce pro zobrazování vektorových polí ve 2D. Tuto techniku lze efektivně rozšířit do 3D prostoru, chceme-li zobrazovat vektorová pole na objektech, které lze parametrizovat pomocí dvou souřadnic, resp. je lze aproximovat sítí trojúhelníků. Metodu navrhli H.Battke, D. Stalling a H.-C. Hege ve své práci [2]. Předpokládejme obecnou plochu ve 3D (například povrch křídla), která je pokryta sítí trojúhelníků. Dále z numerických výpočtů (vetšinou založených na MKP nebo MKO) obdržíme 3D vektorové pole v okolí této plochy. Pomocí interpolace jsme schopni přiřadit jednotlivým uzlům trojúhelníkové sítě vektorové pole. Vlastní algoritmus je takový:

Algoritmus metody 1. Rozdělení plochy na trojúhelníky 2. Promítnutí vektorového pole do roviny každého trojúhelníka 3. Převedení trojúhelníků do roviny 4. Provedení výpočtu LIC v této rovině 5. Zpětné namapování vzniklé textury na povrch 6. Případná kombinace textury s barevným zachycením další skalární veličiny (α-míchání)

V kroku 2. provádíme vlastně převod vektorového pole do lokálních souřadnic vybraného trojúhelníka. Nechť T je trojúhelník (ve 3D) určený body A, B, C (viz obr 1.15). Nechť úsečka |AB| je nejdelší. Definujme vektory ⃗u = B − A, (1.35) ⃗v = C − A, (1.36) ⃗w = ⃗u × ⃗v. (1.37)

Obrázek 1.14: Algoritmus metody

Obrázek 1.15: Převedení trojúhelníka do roviny a promítnutí vektorového pole na trojúhelník.

Vektory ⃗u, ⃗v, ⃗w pak určují bázi prostoru R^3. Provedeme-li standardní ortonormalizační proceduru, obdržíme ortonormální bázi N = (⃗n_1, ⃗n_2, ⃗n_3). Souřadnice původních bodů pak budou ve tvaru:

A_N = (0, 0, 0), (1.38) B_N = (‖⃗u‖, 0, 0), (1.39) C_N = (c_1, c_2, 0). (1.40)

Tímto jsme převedli trojúhelník do roviny, neboť třetí souřadnice všech tří bodů jsou nulové. Přidružené vektory k jednotlivým vrcholům převedeme podobně do báze N a vzetím prvních dvou složek získáme jejich průmět do roviny trojúhelníka.

V rovině pak provedeme konvoluci po křivce podobně jako v algoritmu XYZ. Nejprve ovšem uveďme jeden technický problém.

1.4.1 „Kachlíkování” trojúhelníků

Protože pro zpětné namapování 2D textury do 3D prostoru musí být textura uložena v paměti, je třeba vzniklé 2D trojúhelníky „poskládat” do obdélníkové textury. Většina současných grafických knihoven i hardwarových akcelerátorů výhradně podporuje textury o rozměrech 2^i × 2^j , i, j ∈ N.

Je jasné, že není možné pro každý trojúhelník alokovat vlastní texturu, neboť bychom neúnosně plýtvali pamětí. Tento problém se řeší tzv. kachlíkováním trojúhelníků.

Obecně se jedná o úlohu NP -úplnou. Takže hledání optimálního řešení je výpočetně složité. Nám postačí suboptimální řešení; ukážeme algoritmus, který generuje příslušné kachlíkování.

Popis algoritmu

Algoritmus vychází z myšlenky skládat trojúhelníky k sobě do řad, podobně jako dlaždič vyplňuje obdélníkovou plochu.

Na začátku převedeme všechny trojúhelníky tak, aby nejdelší strana byla vodorovná jako (viz obr. 1.16)

Poznamenejme, že je nutné transformovat i přidružené vektory ve vrcholech. Pak seřadíme trojúhelníky podle největší výšky a provedeme algoritmus kachlíkování. Následující pseudo-kód popisuje hlavní kroky algoritmu. Předpokládejme, že budeme generovat textury o rozměrech [2^e, 2^e]. Proměnné w a h budou značit aktuální pozici v textuře, t_h (resp. w_h) bude výška (resp. šířka) vybraného trojúhelníka.

Obrázek 1.16: Převedení trojúhelníků na tvar s nejdelší stranou vodorovnou.

Obrázek 1.17: „Vykachlíkování” v řádku

— Algoritmus 1.4.1 – KACHL — 1 while (seznam trojúhelníků T obsahuje aspoň jeden trojúhelník) 2 { 3 vezmi trojúhelník t ze seznamu T 4 if (h + t_h > 2^e) 5 { 6 inicializuj novou texturu T o rozměrech [2^e, 2^e] 7 h = 0 8 w = 0 9 } 10 else 11 { 12 umísti trojúhelník t do textury T 13 h = h + t_h 14 w = w + t_w 15 run = 1 16 while (run == 1) 17 { 18 „seřaď trojúhelníky z T podle kriteria od nejlepšího k nejhoršímu” 19 t=první trojúhelník ze seznamu, u kterého je w + w_t < 2^e 20 if (takový neexistuje) 21 { 22 w = 0 23 run = 0 24 seřaď trojúhelníky z T podle největší výšky 25 } 26 else 27 { 28 umísti trojúhelník t do textury 29 w = w + w_t 30 } 31 } 32 } 33 }

Klíčovou stránkou algoritmu (1.4.1 – KACHL) je zvolení správného kritéria, charakterizující „dobrou přiléhavost” dvou trojúhelníků v aktuálním řádku. Vezměme v úvahu modelovou situaci, kdy řádek skončil položením trojúhelníka OPQ. Situace vypadá jako na obrázku 1.18

Obrázek 1.18: Situace po položení trojúhelníka

Nyní každý trojúhelník lze položit v zásadě čtyřmi způsoby, aby jeho nejdelší hrana byla ve vodorovné poloze.

Obrázek 1.19: Čtyři možnosti pro umístění trojúhelníka

Pro každý z těchto způsobů vyhodnotíme koeficient návaznosti. Ten lze definovat jako

K = αK_φ + (1 − α)K_h. (1.41)

Kde K_φ je „kritérium rovnoběžnosti navazujících hran”, K_h „kritérium výškové odchylky trojúhelníka v řádku” a α ∈ ⟨0, 1⟩ je váhový koeficient pro upřednostnění některého kritéria.

Hodnotu K_φ lze stanovit podle kosinu úhlu, který svírají oba krajní vektory, jak ukazuje obrázek 1.20.

Obrázek 1.20: Vyhodnocení vhodného trojúhelníka podle kosinu úhlů přilehlých vektorů

Takže koeficient rovnoběžnosti bude

K_φ = φ^2, (1.42) a koeficient výškové odchylky K_h =

(h_r − h_t)^2 h^2_r . Zde h_r značí šířku aktuálního pásu a h_t výšku zkoumaného trojúhelníka. Dále je nezbytné určit, na jaké souřadnice bude nový trojúhelník umístěn. Také je třeba zajistit, aby se trojúhelníky nepřekrývaly, pokud bude (⃗u × ⃗v)_{⃗k} < 0. Stejně tak musíme aktualizovat souřadnice bodů F a B, jak ukazuje obrázek. Prakticky tuto situaci řešíme speciálními výpočty nových souřadnic pro každý z případů na obrázku 1.21 zvlášť. Jedná se o prostou geometrii v rovině.

Obrázek 1.21: Umístění trojúhelníka a aktualizace bodů F a B.

Je vhodné volit určité „mezerování” mezi položenými trojúhelníky. Tento poznatek bude vysvětlen později.

Výsledkem procesu kachlíkování je několik textur (viz obr. 1.22).

Obrázek 1.22: Jedna z textur jako výsledek procesu kachlíkování.

U poslední textury lze zmenšit celkové rozměry na 2^i × 2^e, pokud nebyla z významné části zaplněna.

Nyní již máme vše potřebné připraveno pro aplikaci algoritmu LIC. Ten lze shrnout do následujícího postupu. Proměnná MaxT auches zamezuje opakovanému navštívení bodů.

— Algoritmus 1.4.1 – LIC — 1 Inicializuj textury šumem 2 Inicializuj „Množinovou funkci množiny M” 3 Nastav čítače „dotyků” (x_{touches}) všem bodům x množiny M na nulu 4 while (∃ x ∈ M|x_{touches} < MaxT auches) 5 { 6 generuj integrální křivku (proudnici) z bodu x dokud je to možné 7 spočti konvoluci po křivce a připočítávej x_{touches} (dotyky) 8 } Množinová funkce M zde značí funkci definovanou v každém bodě každé vygenerované textury, nabývá hodnoty čísla trojúhelníka, který tento bod v textuře pokrývá. Pokud se jedná o bod nepatřící žádnému trojúhelníku, má funkce hodnotu -1.

Nejpracnějším krokem algoritmu (1.4.1 – LIC) je bod (6). Rozdělme tento případ na dílčí části.

1. generujeme křivku v trojúhelníku

2. nacházíme se na rozhraní dvou trojúhelníků (tj. na vnitřní hraně trojúhelníkové sítě)

Bod (1) rozepíšeme podrobně. Předpokládejme, že jsme v bodě P = [x, y] v trojúhelníku t = △ABC s body o souřadnicích A = [a_x, b_y], B = [b_x, b_y], C = [c_x, c_y ] (viz obr. 1.23).

Obrázek 1.23: Generování proudnice v trojúhelníku.

Z rovnice ( x y ) = α_1 ( a_x a_y ) + α_2 ( b_x b_y ) + (1 − α_1 − α_2) ( c_x c_y ) , (1.43)

dostáváme soustavu ( a_x − c_x b_x − c_x x − c_x a_y − c_y b_y − c_y y − c_y ) . (1.44)

Pokud označíme

Δ = | | | a_x − c_x b_x − c_x a_y − c_y b_y − c_y | | | , (1.45)

bude při Δ ≠ 0 (1.46)

α_1 = | | | x − c_x b_x − c_x y − c_y b_y − c_y | | | Δ , (1.47)

α_2 = | | | a_x − c_x x − c_x a_y − c_y y − c_y | | | Δ , (1.48)

α_3 = 1 − α_1 − α_2. (1.49)

Interpolovaná hodnota vektorového pole v bodě [x, y], vektor V , pak bude rovna

⃗v = α_1 ⃗v_1 + α_2 ⃗v_2 + α_3 ⃗v_3. (1.50)

Nyní lze klasickými numerickými metodami určit následující bod (proudnice) Q. Používáme Runge-Kuttovu metodu 4. řádu. Bod Q se stane bodem P a celý postup můžeme opakovat. Souřadnice generovaných bodů je třeba uložit do pomocného pole. V něm je pak proveden výpočet konvoluce. Detailněji o této části viz kapitola Implementace.

Pokud je v kroku (1) některá ze souřadnic α_i < 0, znamená to, že jsme opustili hranici trojúhelníka a je nutné buď pokračovat v sousedních trojúhelnících nebo proces generování ukončit (viz obr. 1.24).

Obrázek 1.24: K výpočtu průsečíku při opuštění hranice trojúhelníka

Pro zjištění přesné lokalizace „místa opuštění trojúhelníku” provedeme výpočet průsečíků se všemi hranami.

Δ = | | | (Q − P )_x (A − B)_x (Q − P )_y (A − B)_y | | | . (1.51)

Pokud Δ ≠ 0

(1.52)

s = | | (A − P )^x (A − B)^x (A − P )_y (A − B)_y | | Δ (1.53)

t = | | (Q − P )^x (A − P )^x (Q − P )_y (A − P )_y | | Δ (1.54)

X = t · (B − A) + A. (1.55)

Pro snadný přechod k sousedním trojúhelníkům uchováváme u každého vrcholu triangulace T čísla jeho sousedních trojúhelníků. Vrcholy A a B pak určují dvě množiny, v jejichž průniku leží čísla dvou trojúhelníků (pokud^{−→}AB je vnitřní hrana). Podle čísla trojúhelníka jsme schopni zjistit, v jaké textuře a na jakých souřadnicích se tento nachází.

Parametr t z rovnice (1.54) využijeme pro určení bodu X z pohledu 2. trojúhelníka. Tímto způsobem se dostáváme opět dovnitř trojúhelníka a můžeme pokračovat v generování postupem 1.

Poznamenejme, že pro zvolený počáteční bod generujeme proudnici chvíli i opačným směrem než směruje vektorové pole. Tím zajistíme pro funkci h(·) celé okolí a výpočet konvoluce můžeme zahájit už pro tento počáteční bod.

Všechny potřebné informace o bodech proudnice máme uloženy v poli, můžeme tedy provést výpočet konvoluce podél celé proudnice.

Proces namapování textury na 3D objekt není potřeba příliš rozvádět. Je implementován v knihovně OPEN GL, jeho použití v knihovně VTK[23] je přímočaré. Každému vrcholu trojúhelníka v prostoru přiřadíme jeho odpovídající souřadnice v textuře, o ostatní se postarají implementované algoritmy počítačové grafiky.

Bohužel však vzniká na přechodu hran nepříjemný efekt. Vygenerovaná trojúhelníková textura leží v souboru obklopena většinou černým pozadím. Při namapování vlivem nepřesné aritmetiky diskrétního rastru dochází v některých místech ke zviditelnění těchto tmavých míst. To řešíme zavedením výše zmíněného „mezerování” a následného rozmazání vypočtené textury kolem těchto míst.

Ukázky této metody jsou uvedeny na CD (pictures/licsurf).

1.5 Anizotropická difuze

V aplikacích, které se zabývají úpravou obrazu, se používají různé metody pro odstranění šumu (podle [12]). Předpokládejme dvojrozměrný obrázek jako po částech konstantní funkci intenzit ρ : R^+_0 × Ω → R. Pokud bychom z obrázku chtěli odstranit šum, lze použít metody pracující v obrazové nebo spektrální oblasti. Většinou se provádí průměrování obrazu po okolí, což odpovídá operaci dvojrozměrné konvoluce, resp. násobení Fourierových obrazů funkcí ve spektrální oblasti. Tyto metody však mají dost podstatnou nevýhodu, která pramení z faktu, že se snaží odstraňovat šum z vysokých frekvencí, kde jsou uložené i hrany. Metody totiž nejsou schopny odlišit šum od hrany, tedy vyhlazení šumu se provede za cenu rozmazání hran^4.

Zde si ukážeme numerickou metodu, pracující na principu vyhlazování v různých směrech. Tento princip „anizotropního” vyhlazování pak využijeme při vizualizaci vektorového pole [11].

Uvažujme funkci ρ řešící rovnici

∂ ∂t ρ − div(A(∇ρ_e)∇ρ) = f(ρ), na R^+ × Ω,

ρ(0, ·) = ρ_0, na Ω, (1.56) ∂ ∂ν ρ = 0, na R^+ × ∂Ω, (1.57)

kde ρ_0 : Ω → [0, 1] je počáteční podmínka na Ω.

Pokud bude koeficient A = 1 a f(ρ) = 0, přechází rovnice (1.56) ve lineární rovnici tepla s homogenním vyhlazovacím efektem. Obecně ovšem je A nelineární funkce gradientu. Hrany v obraze jsou místa, kde má obrazová funkce velký gradient. Tato místa bychom chtěli zachovat nerozmazaná, v tom případě předepíšeme pro takový bod koeficient difuze malý. Funkce A má tvar

A = G(‖∇ρ_e‖), (1.58) kde G(d) : R^+_0 → R^+ je monotonní klesající funkce jejíž limita je lim d→+∞ G(d) = 0, (1.59)

a funkce ρ_e = G_e ∗ ρ charakterizuje průměrnou hodnotu intenzity na okolí. Symbol G_e značí konvoluční jádro v podobě Gaussovy funkce. Funkci f(·) lze považovat za funkci, která udržuje hodnoty vyvíjející se funkce ρ blízko hodnot původní počáteční podmínky. Její předpis může být například tento:

f(ρ) = γ(ρ_0 − ρ), (1.60)

kde γ je kladná konstanta.

Dalším zobecněním rovnice (1.56) je snaha zachytit různé koeficienty difuze pro různé směry. Tímto způsobem lze zajistit, aby se difuze například podél hran vůbec neprojevila. Tento požadavek lze realizovat pomocí „maticové” volby

4Vylepšenou metodou je například metoda rotujícího okna, které se snaží vyhladit okolí bodu ve směru největší homogenity.

Obrázek 1.25: Graf funkce G(·) zajišťuje malý koeficient difúze při velkých hodnotách gradientu.

funkce A. V následujícím ukážeme, jak toho lze využít pro vizualizaci vektorového pole v definovaného na oblasti Ω.

Předpokládejme vektorové pole v : Ω → R^n. Dále nechť je pole v na oblasti nenulové a spojité. Potom pro každý bod x ∈ Ω existuje ortogonální transformace B(v) taková, že platí B(v)v = e_0, kde {e_i}_{i=0,...,n−1} je standardní báze v R^n. Matici přechodu B lze díky v jednoznačně určit. Nyní můžeme uvažovat difuzní operátor A ve tvaru

A(v, d) = B(v)^T ( α(‖v‖) G(d) ) B(v), (1.61)

kde α : R^+ → R^+ je funkce, která řídí difuzi ve směru vektorového pole, zatímco funkce G(·) řídí rozptyl ve směru kolmém na vektorové pole. Funkce α může být rostoucí lineární, lepší však je volit ji s vlastnostmi

α(0) > 0, lim s→+∞ α(s) = α_{max} . (1.62)

Výsledná rovnice pak s takto definovaným členem A bude mít tvar

∂ ∂t ρ − div(A(v, ∇ρ_e)∇ρ) = f(ρ), na R^+ × Ω,

ρ(0, ·) = ρ_0, na Ω, (1.63) ∂ ∂ν ρ = 0, na R^+ × ∂Ω. (1.64)

Když nyní jako počáteční podmínku (funkci ρ_0) vezmeme nějakou šumovou funkci, například obrázek zašuměný bílým šumem a začneme řešit rovnici (1.63), bude se šum rozmazávat podél vektorového pole, zatímco ve směrech kolmých na něj bude rozptyl malý, a tedy rozmazání bude v tomto směru nevýrazné. V obrázku se tak zvýrazní proudnice, což je výhodné pro intuitivní znázornění vektorového pole.

Důsledkem rozptylu podél proudnic dochází v průběhu časového vývoje ke snižování kontrastu obrázku. Limitní funkcí tohoto vývoje by pak byl jednobarevný obrázek s průměrnou hodnotou šedi. Proto se uměle udržuje „původní” kontrast obrázku pomocí funkce f : [0, 1] → R^+, která má vlastnosti

f(0) = f(1) = 0, f > 0 na (0.5, 1), (1.65) f < 0 na (0, 0.5).

Graf funkce pak vypadá přibližně jako na obrázku (viz obr. 1.26).

Obrázek 1.26: Grafy funkcí ovlivňující matematický model anizotropické difuze. Funkce f(·) udržuje kontrast obrázku. Funkce α(·) ovlivňuje koeficient difuze podle velikosti rychlosti. Dolní část obrázku ukazuje převod transformací souřadnic do standardní báze.

1.6 Metoda transportu textury

Metoda LIC a metoda anizotropické difuze poskytují intuitivní pohled na statické vektorové pole. Pokud bychom chtěli sledovat vektorové pole měnící se v čase, je třeba metodu zobecnit nebo k tomuto účelu použít jiné přístupy. Jedním z nich je metoda transportu textury.

Předpokládejme opět oblast Ω ⊂ R^2 a na ní definované, v čase prozatím konstantní, vektorové pole v. Hranice oblasti nechť se skládá z několika částí

∂Ω = Γ^+ ∪ Γ^− ∪ Γ_1 ∪ Γ_2 ∪ · · · ∪ Γ_n, (1.66)

kde symboly Γ^+ a Γ^− značí vtokovou a výtokovou část hranice. Uvažujme následující parciálně diferenciální rovnici. ∂ρ ∂t + v · ∇ρ = 0, v Ω, (1.67)

s počáteční podmínkou t = 0 t = 10 t = 20

t = 30 t = 40 Obrázek 1.27: Ukázka postupné tvorby výsledného obrázku v průběhu numerického výpočtu modelu anizotropické difuze.

Obrázek 1.28: Metoda transportu textury: rozdělení hranic ρ(0, ·) = ρ_0, na Ω, a okrajovými podmínkami ρ = ρ_Γ, na Γ^+, v · ν ≥ 0, na Γ^−, v · ν = 0, na Γ_1, Γ_2, . . . , (1.68) . . Symbol ν značí vnější normálu k hranici. Pokud má vektorové pole v uvnitř oblasti zřídla nebo propad, je nutné v rovnici (1.67) pro taková místa volit nenulovou pravou stranu. Funkci F lze volit například jako

F = f_1(t)δ(x_1) + · · · + f_m(t)δ(x_m), (1.69)

kde funkce f_i(t) jsou generátory textury a funkce δ(x_i) jsou Diracovy pulsy v bodech x_i, pro i ∈ {1, . . . , m}.

Na vtokové funkci ρ_Γ stejně jako funkcích {f_i} závisí výsledné zobrazení. Pokud jako počáteční podmínku pro vývoj použijeme texturu vygenerovanou algoritmem LIC^5, vytvoří se vizuální dojem proudění.

Pro počáteční funkci je dobré v algoritmu LIC volit menší interval pro supp h. Textura se tak po proudnicích vyhladí jen lokálně a vzniknou „smítka” tmavších a světlejších částí, která právě vizualizují pohyb. Při velkém supportu konvolučního jádra h by byla proudnice takřka celá vyhlazená a pohyb po ní by byl jen málo zřetelný.

Program provádějící numerickou simulaci této metody a dále výsledné ukázky zobrazení v podobě animovaných sekvencí jsou uvedeny na přiloženém CD.

1.7 Vizualizace chemických sloučenin

Na Přírodovědecké fakultě Univerzity Palackého v Olomouci je řešena úloha hledání tunelu (kanálu), který spojuje aktivní místo molekuly proteinu s okolím (tj. s vodným roztokem) a dále problém odhadu průměru tohoto tunelu resp. hledání nejužšího místa a jeho poloměru (tj. hrdla).

Bylo třeba vyvinout program pro vizualizaci proteinů a sloučenin tohoto typu, pro ověření správné funkčnosti prohledávacího algoritmu. Vzhledem ke zjednodušení situace, kdy každý atom molekuly proteinu lze považovat za kouli o pevně daném poloměru, byla nasnadě metoda pro vizualizaci několika koulí (řádově stovky až tisíce) o různých poloměrech a barvách.

Byly vedeny informace o polohách jednotlivých atomů (x, y, z) a informace o atomu (název prvku, atomový typ) z nichž bylo poměrně snadné pomocí vyhledávací tabulky určit správný poloměr a příslušnou barvu pro zobrazení.

5viz algoritmus (1.3.3 – LICBASIC) na straně 19

Při zobrazení dvou blízkých atomů vzniká prolnutí koulí, proto je potřeba, aby renderovací algoritmus zajišťoval zobrazení takového prolnutí. V dnešní době již celou renderovací rutinu obstarává grafický akcelerátor, který má tyto algoritmy vestavěné hardwarově (algoritmus Z-buffer), tedy stačilo využívat existující grafické knihovny OPEN GL, které tyto funkce volají.

Pro následné zobrazení značek prvků z periodické soustavy SI, byl použit dobře známý algoritmus mapování textur na kulovou plochu.

Pro určení inverzní mapovací funkce umístíme kouli o poloměru r, do počátku soustavy souřadnic. Body na kulové ploše pak můžeme vyjádřit pomocí sférických souřadnic (obr. 1.29)

Obrázek 1.29: Inverzní mapovací funkce kulové plochy

x = r cos α cos β, y = r sin α cos β, (1.70) z = r sin β, kde α ∈ ⟨0, 2π⟩ a β ∈ ⟨−π/2, π/2⟩. Inverzní mapovací funkce M má potom tvar

u = 1 2π arccos^x√_{x2+y2} , pro y ≤ 0,

1 −^1_{2π} arccos^x√_{x2+y2} , pro y > 0,

(1.71)

v = 0.5 + 1 π arcsin z r , když funkce arccos vrací hodnoty z intervalu ⟨0, π⟩ a arcsin hodnoty z intervalu ⟨−π/2, π/2⟩. Z předpisu lze ukázat, že textura bude směrem k pólům stále více zkreslená, v pólech dokonce degeneruje na jediný bod. Tomuto případu odpovídá dělení nulou v odmocnině ve vzorci (1.71). Pro účely zobrazení názvů prvků však zkreslení nevadí. Textura s písmenem byla nanesena opakovaně využitím funkce modulo po vypočtení souřadnic u a v.

Obrázek 1.30: Vizualizace molekul vodní páry. Program showMolecule (na CD).

bez atomů uhlíku

Obrázek 1.31: Vizualizace molekuly proteinů přítomných v některých mikroorganismech (protein Haloalkan dehalogenasa). Zde příklad molekuly DhlA (Xanthobacter autotrophicus), která odbourává haloalkany a převádí je na alkoholy. Barvy prvků: C - šedá, H - bílá, N - modrá, O - červená, S - žlutá, P - oranžová. Zobrazeno programem showMolecule.

Kapitola 2

Implementace algoritmů

Při implementaci algoritmů z kapitoly 1 byly stanoveny následující doplňující požadavky:

• Snadná uživatelská obsluha – jednotná specifikace parametrů – snadné volání – jednoduché a flexibilní vstupní/výstupní formáty • Nároky na zdroje OS

– nižší paměťové nároky – rychlé zpracování • Technologie

– objektově orientovaný jazyk C++ a knihovna STL – operační systém Linux – grafické knihovny OPEN GL – vizualizační knihovna VTK[23]

Pro základní informace o zvoleném programovacím jazyku, operačním systému a knihovnách lze doporučit literaturu [22],[24],[19]. Postup činnosti programů můžeme charakterizovat schématem na obrázku 2.1.

Specifikace parametrů Každý program lze zavolat s dodatečným parametrem jména souboru. V tomto souboru jsou uvedeny volby a parametry pro vizualizační proces. Typický parametrický soubor byl navržen takto:

Obrázek 2.1: Postup práce s programy

klíčové slovo1: hodnota1 hodnota2 . . . #komentář1 klíčové slovo2: hodnota1 hodnota2 . . . #komentář2 . . Tento společný princip umožňuje vytvořit společnou třídu (class), která takový soubor načítá a tu pak používat ve všech programech. Taková třída skutečně byla realizována a její „C++ specifikace” má tvar

class CParametry – public:

CParametry(); // konstruktor readFile(); // načtení souboru writeFile(); // zapsání souboru typ1 param11,param12,... typ2 param21,param22,... . : ˝; V programech lze pak vytvořením instance této třídy jednoduše načítat a ukládat všechny parametry prostým voláním metod readFile(), writeFile().

Výstupní formáty

Protože výstupem většiny realizovaných programů je výsledný obrázek, byla implementována třída, která umožňuje načítat a ukládat obrázky ve formátu PPM^1. Tento formát popsaný v dodatku C je velmi často používaný programátory na platformě UNIX pro svoji jednoduchou manipulaci. Jeho předností je krátká informační hlavička a nekomprimovaný zápis dat. Nevýhodou pak větší velikost souboru. Pro převod do výhodnějších komprimovaných grafických formátů (JPG, PNG) používáme standardní převáděcí program (convert). Třída načítající a ukládající soubory PPM má rozhraní:

1portable pixmap file format

class PPM – void readComments(FILE *stream); int readPPMHeader(FILE *stream); FILE* openPPM(const char *fileName); int dataread;

public:

int width,height,ncolors; int type;

char comment[256]; Graypix **data; RGBpix **rgbdata; PPM(); ~PPM();

void writePPM(const char *name); //uložení souboru void readPPM(const char *name); //načtení souboru int readPPMData(FILE *stream); void deleteData(); void changeType(int t);

void createPPM(int w, int h, int col, int t); void setComment(char *cmt); ˝; Její použití je přímočaré, jak je vidět z výše uvedených metod.

2.0.1 Program LicOnStructuredGrid

Program realizuje algoritmus LIC na strukturované síti. Jako vstupní soubor očekává vektorové pole v souboru (*.vec). Předpokládejme pravidelnou mřížku s N_x ×N_y uzly (tj. [0, 1, . . . , N_x −1]×[0, 1, . . . , N_y −1]) a vektorové pole v(i, j) = [vx(i, j) vy(i, j)]. Vstupní soubor bude vypadat jako N_x N_y vx(0,0) vy(0,0) vx(1,0) vy(1,0) . . vx(N_x − 1,0) vy(N_x − 1,0) vx(0,1) vy(0,1) . . vx(N_x − 1,N_y − 1) vy(Nx − 1,N_y − 1)

Tato struktura se načítá do obdobného pole i v programu. Pole ovšem není deklarované jako dvojrozměrné, ale pro větší rychlost definujeme jednorozměrné pole velikosti (N_x × N_y) a používáme mapovací makro pro jednotlivé kroky

#define IDX(i,j) ((i)*Ny)+(j))

Tento způsob byl o něco rychlejší^2 oproti klasickému dvojrozměrnému poli. Pro samotný algoritmus je třeba mít ještě pole původní šumové hodnoty a pole pro ukládání nových hodnot konvoluce. Všechna potřebná data pro prvek proto realizujeme jedinou datovou strukturou (tzv. SmartPoint).

struct SmartPoint – REAL x,y,mg; // vektorové pole a jeho velikost REAL v; // hodnota šumu REAL nv; // hodnota pro konvoluci int touch; // čítač doteků ˝; Pro body na proudnici používáme pomocné pole se souřadnicemi. Z algoritmu je jasné, že pokud by mělo vektorové pole v některém bodě zřídlo nebo propad, bude v průběhu generování proudnic tento bod navštíven daleko častěji než ostatní nevýznamné body. Pokud bychom volili počáteční body pro proudnice postupně, například prostým procházením cyklu,

for (y=0;y¡height;y++)

for (x=0;x¡width;x++) – ... ˝ docházelo by zbytečně k opakovanému generování stejných proudnic. Tento problém řešíme náhodnou permutací počátečních bodů a to tak, že sestavíme pomocné pole souřadnic, které má na počátku tvar per(i, j) = ( i j ) ∀i ∈ {0, . . . , width − 1}, ∀j ∈ {0, . . . , height − 1} (2.1) Pak provedeme několikrát náhodnou volbu prvků této matice a ty prohodíme. Následně procházíme pole takto.

for (xxx=0;xxx¡width;xxx++) – for (yyy=0;yyy¡height;yyy++) – xx=perX[IDX(xxx,yyy)]; yy=perY[IDX(xxx,yyy)]; . : ˝ ˝ 2asi 3 % při překladu programem gcc version 3.2.2 (Red Hat Linux 3.2.2-5), za použití přepínače -O2

Proudnice se tak začnou generovat z míst umístěných přibližně rovnoměrně po celé ploše.

V programu hlavní algoritmus realizuje metoda doLic(...) ve třídě CData. Tuto metodu je program schopen volat opakovaně podle požadavků uživatele. Tím se docílí „vizuálně lepšího” zobrazení jednotlivých proudnic. Stejně tak lze nastavit interval supportu konvolučního jádra, které je implementováno jako obdélníkový puls.

Jako počáteční šum program generuje bílý šum použitím generátoru pseudonáhodných čísel z knihovny ¡stdlib.h¿.

Program však umožňuje zvolit jako počáteční „šumovou texturu” libovolný obrázek. Tak lze realizovat zobrazení známé z experimentů v hydrodynamice, kdy vstřikujeme barvivo do kapaliny a sledujeme jeho pohyb. Ukázky zobrazení jsou uvedeny v sekci příloh.

2.0.2 Program LicOnTriangleMesh

Tento program, podobně jako předchozí, realizuje algoritmus Lic. Vektorová data jsou však předepsána na trojúhelníkové síti. Vstupem programu jsou dva soubory, jeden s topologií sítě a druhý s vektorovým polem určeným v každém uzlu^3. Pokud bude N_{points} značit počet bodů, N_{elems} počet trojúhelníků, x[i] (resp. y[i]) x-ovou (resp. y-ovou) souřadnici i-tého uzlu a T^1_K , T^2_K , T^3_K čísla vrcholů K-tého trojúhelníka, bude mít soubor s topologií (*.triang) tvar: N_{points} N_{elems} x[0] y[0] x[1] y[1] . . x[N_{points} − 1] y[N_{points} − 1] T^1_0 T^2_0 T^3_0 T^1 T^2_1 T^3_1 . . T^1_{Nelems} T^2_{Nelems} T^3_{Nelems} Soubor s vektorovým polem (*.vec) pak bude tvaru

v_x[0] v_y[0] v_x[1] v_y[1] . . v_x[N_{points} − 1] v_y[N_{points} − 1] Protože výstupem programu je znovu obrázek se zobrazenými proudnicemi, je hlavní datová struktura opět pole tvořené strukturou „SmartPoint” o rozměru

3Pro vektorové pole definované v těžištích trojúhelníků je potřeba program doplnit o proceduru, která pole do uzlů přepočítá.

SX ×SY , kde SX a SY jsou uživatelem definované rozměry obrázku z parametrického souboru. Struktura SmartPoint je doplněna o další potřebné informace. Její podoba je

struct SmartPoint – REAL x,y, mg; // vektorové pole, velikost int num; // množinová funkce REAL v; // šumová hodnota REAL nv; // nová hodnota jasu int touch; // počet dotyků ˝; Body, které jsou sice ve výřezu, ale nejsou pokryty žádným trojúhelníkem, mají nastavenou hodnotu num na −1, jinak toto číslo udává příslušnost k odpovídajícímu trojúhelníku. Je patrné, že algoritmus se zabývá pouze body, kde platí, že num ≠ −1. V inicializační fázi „vykreslíme” každý trojúhelník do pole pixels, přičemž vektorové pole interpolujeme ve všech bodech pomocí homogenních souřadnic. Zároveň tím stanovíme množinovou funkci num. Pak provádíme stejný algoritmus jako v případě prvního programu, jen kontrolujeme generované body na stálou přítomnost v oblasti (tj. podmínka num ≠ −1). Nakonec zobrazujeme vypočtené body oblasti do 256 stupňů šedi, body mimo oblast vyplňujeme uživatelem definovanou barvou pozadí.

Pro oba uvedené programy existuje možnost zobrazit velikost vektorového pole barvou, pomocí α-míchání, koeficient si uživatel může určit. Současně lze programy volat s parametry pro barevný počáteční šum, eventuálně pro barevný počáteční obrázek. Konvoluce pak probíhá pro každou složku RGB a výsledkem jsou barevně zobrazené proudnice vektorového pole.

2.0.3 Program Licsurf

Implementace programu licsurf je rozdělena na několik fází. Tyto byly fyzicky rozděleny do podprogramů, které jsou řízeny skriptem. Jednotlivé části jsou:

1. Převod trojrozměrných vektorových dat na trojúhelníkové síti do rovin jednotlivých trojúhelníků se souřadnicovou bází odvozené od nejdelší strany.

2. „Kachlíkování” trojúhelníků a vygenerování texturových souřadnic pro zpětné namapování.

3. Speciální algoritmus Lic generující výsledné textury.

4. Program realizující namapování textur na 3D povrch.

První podprogram načítá data podobně jako předchozí program s tím rozdílem, že jak pro body, tak pro vektory přibude třetí z-ová složka. N_{points} N_{elems} x[0] y[0] z[0] x[1] y[1] z[1] . . x[N_{points} − 1] y[N_{points} − 1] z[N_{points} − 1] T^1_0 T^2_0 T^3_0 T^1 T^2_1 T^3_1 . . T^1_{Nelems} T^2_{Nelems} T^3_{Nelems} v_x[0] v_y[0] v_z[0] v_x[1] v_y[1] v_z[1] . . v_x[N_{points} − 1] v_y[N_{points} − 1] v_z[N_{points} − 1] Výstupem je soubor následujícího tvaru. N_{elems} x1 y1 x2 y2 x3 y3 p1 p2 p3 vx1 vy1 vx2 vy2 vx3 vy3 . . Každý řádek odpovídá jednomu trojúhelníku ve 3D, x_i a y_i jsou souřadnice vrcholů v bázi odvozené od nejdelší hrany, v^i_x, v^i_y jsou k vrcholům příslušné vektory promítnuté do roviny trojúhelníka. Trojice čísel p_1, p_2, p_3 je permutace vrcholů použitá při konstrukci báze. Je jasné, že x_1,y_1 a y_2budou vždy rovny nule, protože x_1,y_1 je počátek souřadnic a úsečka X_1X_2 leží na ose x.

Vytvořený soubor se načítá do podprogramu provádějící „kachlíkování” (viz (1.4.1 – KACHL)). Ten má jako parametr velikost textur, do kterých se budou trojúhelníky skládat, a škálovací faktor pro načítané trojúhelníky.

Jádrem programu je datová struktura

struct El – int i; // číslo trojúhelníka REAL h; // výška originálu REAL d; // hodnota kritéria vhodnosti napojení int ux,uy; // souřadnice umístění int orient; // orientace při umístění (0-3) int H; // výška trojúhelníka po zvětšení a // převedení do rastru

El(int ˙i,REAL ˙h) –i=˙i;h=˙h;˝; // konstruktor ˝;

V programu se pracuje se seznamem těchto struktur. Ten se třídí podle největší výšky elementů resp. podle hodnot kritéria, v závislosti na kroku v algoritmu (1.4.1 – KACHL). Struktura seznamu je vytvořena s využitím STL (Standard Template Library), třídění je zařízeno voláním sort() s parametrem procedur pro porovnávání.

bool compareEl(El& a, El& b)–return a.h ¿ b.h;˝ bool compareElD(El& a, El& b)–return a.d ¡ b.d;˝

Funkce zajišťující výpočet kritérií a zvolení „nejvhodnějšího” trojúhelníka se jmenuje getBestTriangle(...). Tato zároveň vypočte souřadnice, na které se „nejlepší” trojúhelník fyzicky položí. Vlastní algoritmus probíhá přesně podle schématu (1.4.1 – KACHL).

Výstupem programu je K souborů s informacemi o rozmístění trojúhelníků v texturách. Soubory jsou opět tvaru

x1 y1 x2 y2 x3 y3 p1 p2 p3 vx1 vy1 vx2 vy2 vx3 vy3 i . . s tím, že všechny souřadnice jsou nyní přirozená čísla, protože se od této chvíle pohybujeme v diskrétním prostoru texturového rastru. Číslo i udává index trojúhelníka v pořadí daném souborem (*.triang). Dále je vygenerován soubor s informacemi kolik textur bylo vygenerováno a kolik každá obsahuje trojúhelníků. Ten je využit pro následné načítání v dalším podprogramu. Časově nejpracnější fází algoritmu je vlastní generování textur. Zde se provádí algoritmus LIC s modifikací. Problém totiž nastává na hranicích trojúhelníka, kdy musíme zjistit, do kterého následujícího trojúhelníka se máme dostat. Protože trojúhelníky mohou být rozmístěny různě po texturách (díky algoritmu kachlíkování), pracujeme s trojrozměrným polem SmartPoint. Bod je určen číslem textury, ve které se vyskytuje, a svými dvěma souřadnicemi. Podobně jako v předcházejících programech generujeme jednotlivé proudnice dokud je to možné. Jakmile se dostaneme mimo trojúhelník, zavolá se rutina void getNeighbour(...), která určí navazující trojúhelník (pokud existuje) a souřadnici, kde lze opět v generování pokračovat. Přitom se může změnit i číslo textury, protože nový trojúhelník může ležet v jiné.

Výsledkem celého procesu je K textur s vygenerovanými, zvýraněnými proudnicemi. Tyto jsou uloženy v souboru (*.ppm).

Pro závěrečný proces namapování textury zpět na povrch byl vytvořen jednoduchý skript v jazyku TCL^4, ve kterém lze jednoduše používat prostředky Vizualizační knihovny VTK. [23] (viz dále).

2.0.4 Program Mvis

Pro potřeby vizualizace nejen statických, ale i časově proměnných dat byl navržen uživatelsky-interaktivní program mvis. Stanovili jsme si několik základních

4TCL - Tool Command Language viz http://www.tcl.tk

požadavků:

1. Umožnit uživateli pomocí jednoduchých příkazů provádět vizualizace napočtených dat nejrůznějšími metodami

2. Umožnit uživateli rychle exportovat výsledné zobrazení do grafického formátu pro publikace

3. Na požádání jednoduše zajistit tvorbu animace (z časově proměnných dat)

4. Používat na předávání dat robustní datový formát

5. Program realizovat na základě „zásuvných modulů”, které by bylo možno dynamicky přidávat bez nutnosti kompilace celého programu

Po analýze jsme dospěli k názoru realizovat program podle vzoru oblíbeného programu Gnuplot^5, ovšem na základě vizualizačních knihoven VTK. VTK je veřejnosti volně dostupný balík knihoven umožňující poměrně jednoduše vizualizovat vědecká data. Balík však není určen pro konečného uživatele, jedná se totiž o knihovny napsané v jazyce C++, ze kterých se voláním jednotlivých funkcí „staví” vizualizační programy.

V základním dělení se program MVIS skládá ze tří komponent (objekty): Environment, Správce Modulů, Příkazový interpret, jak zakresluje schéma na obrázku 2.2.

Obrázek 2.2: Základní schéma aplikace Mvis

Příkazový interpret zajišťuje interakci s uživatelem, provádí analýzu vstupního řetězce a na základě rozboru provádí jednotlivé akce. Lexikální a syntaktická analýza je zajištěna funkcí parseCommand. Jako výsledek vrací datovou strukturu –string příkaz; map¡string,string¿ parametry˝.

Druhým objektem je objekt Environment, který obsluhuje základní akce typu: vytvořit okno, nastavit velikost vizualizační oblasti (dále jen VO), přidat novou

5http://www.gnuplot.info

VO, změnit VO, nastavit pozadí VO, uložit obsah okna, aj. Zároveň zajišťuje načítání a správu zásuvných modulů.

Každý zásuvný modul je ve své podstatě dynamicky sdílená knihovna (sharedlibrary). Knihovnu je možné nahrát do paměti až v průběhu vykonávání programu. V systémech UNIX jsou k tomuto účelu v knihovně ¡dlfcn.h¿ vytvořeny funkce

void *dlopen(const char *filename, int flag); const char *dlerror(void);

void *dlsym(void *handle, char *symbol); int dlclose(void *handle);

Soubor obsahující takovou knihovnu je zvyklé označovat koncovkou *.so.

Objektový návrh systému modulů spočívá v definici abstraktní třídy Modul

class Modul – private: public:

Modul() –˝;

virtual void run (list¡string¿ *toks, Environment *E,CMvisObject **o) = 0;

virtual void registerModul(map¡string,Modul*¿ &mapa) = 0; virtual void unregisterModul() = 0; virtual ~Modul() –˝;

virtual string getName() =0; ˝; Každý zásuvný modul, uložený v samostatné knihovně, je potomek třídy Modul. Všechny výše uvedené metody již implementuje ve vlastní režii. Klíčovou metodou je metoda run(...), která dostává z hlavního programu parametry a podle nich volá funkce uvnitř modulu.

Protože program slouží k vizualizaci, každý modul může obsahovat několik „vizualizačních procesů (dále jen VP)”. Tyto lze pomocí metody run(...) volat.

Vizualizační proces označujeme jako Pipeline z důvodu transformace vstupních dat na výstupní zobrazitelné prvky. Pro obecný vizualizační proces byla opět vytvořena abstraktní třída CMvisObject. Pro implementaci konkrétního procesu (např. zobrazení vektorového pole pomocí šipek) musí být vytvořen potomek třídy CMvisObject.

Objekt Modulu sdružuje všechny své vizualizační procesy dohromady, a právě zmíněná metoda run(...) umožňuje objekty vytvářet a vracet.

Definice třídy CMvisObject vypadá takto:

class CMvisObject

– public:

string name;

CMvisObject()–˝;

virtual ~CMvisObject()–˝;

virtual void initPipeline(vtkRenderer *˙ren)=0; virtual void run(list¡string¿ *toks,string prikaz)=0; ˝; Třída CMvisObject tedy také obsahuje metodu run(...), ta interpretuje pouze příkazy související se samotným vizualizačním procesem. Převážně se proto jedná o nastavení parametrů pro zmíněný proces.

Příklad práce s modulem jsme si představovali v následující režii:

1. Nahrátí modulu do hlavního programu (load)

2. Registrace „příkazů” z modulu

3. Používání funkcí z modulu

4. Odregistrování „příkazů” z modulu

5. Odstranění modulu z paměti (unload)

Kroky 2) resp. 4) jsem chtěli zajistit automaticky v rámci kroku 1) resp. 5). Kvůli tomu má obecná třída CModul virtuální metody registerModul() a unregisterModul(). Tyto se při nahrátí/odstranění modulu volají.

Příkazů může být velmi mnoho. Proto pro rychlé nalezení modulu, který daný příkaz implementuje, používáme datovou strukturu mapy^6 řetězců. V paměti se vytvoří schéma „cmap” → modul_1 „plot” → modul_3 „splot” → modul_2 „arrows” → modul_1 „lic” → modul_2 „isol” → modul_1 . . Tuto struktutu dostává v parametru právě funkce registerModul(...), která zahrne do této mapy své vlastní příkazy a ty jsou uživateli automaticky k dispozici.

6jiné názvy jsou hešová tabulka nebo asociativní pole

Příklad

Vytvoříme vlastní modul s názvem COurModul. V něm budeme mít „vizualizační proces”, který vytvoří objekt „textu”.

Ve zdrojovém souboru modulu proto definujeme objekt

class CLabel:CMvisObject – ... ˝; Ve funkci COurModul.registerModul(...) přidáme příkaz „label” do mapy a v metodě run() implementujeme vytvoření objektu.

Když potom uživatel napíše příkaz ’label parametr1 parametr2 ... ’, příkazový interpret zjistí, že příkaz label se vyskytuje v modulu COurModul a zavolá na něm metodu run(...). V parametrech se jí předají zpracované argumenty příkazu, se kterými se má objekt CLabel vytvořit. Vytvořený objekt se vrací do hlavního programu.

Každý objekt je nutné při vytváření identifikovat jednoznačným jménem. Odkaz na vytvořený objekt se automaticky uloží do datové struktury

map¡string,CMvisObject*¿ objekty;

pod své jméno. Pomocí jména pak můžeme na objektu zavolat další příkazy. Následující kód ukazuje, jak by se to provedlo.

label name=text1 text=”Ahoj, světe”. text1.set text=”Ahoj, lidi” color=#ff0000

Příkazový interpret zjistí ze syntaktické analýzy, že text1 je v systému evidovaný objekt, proto se na něm pokusí zavolat metodu run(...). Pokud jsme v ní implementovali příkaz set, metoda zajistí správné nastavení parametrů a my se dočkáme výsledné změny textu a barvy. Zapsáním příkazu

object.delete

se objekt z mapy objektů odstraní, zavolá se jeho (virtuální) destruktor a uvolní se paměť.

Syntaxe příkazů

Příkazy lze zadávat v podobě jednoho řádku ve formě

¡prikaz¿ ¡par1¿=¡hod1¿ ¡par2¿=¡hod2¿ ...

nebo ve tvaru

¡objekt¿.¡prikaz¿ ¡par1¿=¡hod1¿ ¡par2¿=¡hod2¿ ...

V programu je dále implementována kontextová nápověda (po vyvolání příkazu help), jak popisuje krátká dokumentace na CD.

Ukažme si základní zobrazovací příkazy implementované v modulu modbasic.so.

příklad:

setbg ffffff cmap name=O1 file=’x00000.vtk’ axes.xlabel=osax “

axes.ylabel=osay axes.color=#000000 zrange=[0:3] in Nastaví barvu pozadí na bílou, zobrazí soubor metodou colormapping a pustí interaktor, ve kterém lze otáčet scénu, měnit polohu a velikost objektů. Výchozí barevná paleta je nastavena na duhovou škálu, v rozmezí [0 − 3], zároveň jsou zobrazeny osy.

Obrázek 2.3: Zobrazení barevným mapováním po použití příkazu cmap.

Chceme-li doplnit nadpis a barevnou stupnici, stačí zadat

colorbar name=cb zrange=[0:3] labelcount=3 title=”f” “ position=(0.82:0.15) orient=horizontal font.color=#000000 “ colormap=rainbow label name=L1 text=”Nadpis ’1.’” position=(0.3,0.9) “ font.color=#0f00ff font.size=24

Výsledek vidíme na obrázku 2.4.

Obrázek 2.4: Doplnění scény o další možnosti.

Dalším příkladem je zobrazení pomocí vrstevnic. Tentokrát uvedeme verzi s barevnou paletou heat tj. mapování ze žluté do červené. isol name=O2 file=’vtk˙p042.dat’ axes=off “

zrange=[0:1] isolrange=[0.5:0.5] isolcount=1

Tímto způsobem lze zobrazovat též trojrozměrná data; automaticky se vytvoří zvolené izoplochy.

Pro uložení výsledku do souboru zavoláme příkaz save filename=’soubor.png’

Program pozná do jakého formátu má výsledek uložit. Podporované grafické formáty jsou: PPM, JPG, PNG.

Nyní ukažme poněkud složitější skript, kterým chceme vygenerovat sekvenci obrázků uvedenou na straně 66. V tomto případě máme v datových souborech uloženy informace o časových hladinách. Chceme zobrazit funkci fázového pole (warp technika + colormapping) a rozhraní mezi kapalnou a pevnou částí (metodou vrstevnic).

// nastavíme zobrazovací oblast (default) na levou část okna setvp 0.0 0 0.5 1 // nastavíme ji šedou barvu pozadí setbg fafafa // vytvoříme nadpis label name=L1 text=’Crystal growth’ position=(0.3,0.9) font.color=#690eea font.size=24 // přidáme druhou zobrazovací oblast (ren1)

Obrázek 2.5: Zobrazení pomocí vrstevnic.

Obrázek 2.6: Zobrazení isoplochy.

// pravá část okna addr ren1 0.5 0 1 1 // nastavíme její barvu pozadí setbg f0f0f0 // přepneme se do levé zobrazovací oblasti sar default // vytvoříme zde objekty S1,L2,cb // zobrazení skalární funkce f(x,y) splot name=S1 file=’vtk˙p000.dat’ axes.xlabel=x axes.ylabel=y axes.color=#000000 zrange=[0:1] scalefactor=0.5 // text se jménem souboru label name=L2 text=’vtk˙p000.dat’ position=(0.8,0.05) font.color=#690eea font.size=12 // barevná škála colorbar name=cb zrange=[0:1] colormap=rainbow

font.color=#000000 title=’phase’ position=(0.8:0.10) // přepneme se do levé zobrazovací oblasti sar ren1 // vytvoříme objekt zobrazující vrstevnici na hodnotě 0.5 isol name=O1 file=’vtk˙p000.dat’ axes.xlabel=x axes.ylabel=y axes.color=#000000 zrange=[0:1] isolrange=[0.5:0.5] isolcount=1 // zapneme interaktor k nastavení pohledu na scénu in // ukončíme interaktor klávesou ”Q” // uložíme výsledek do souborů s příponou PNG (výchozí přípona) save filename=’vtk˙p000.dat’ // změníme zdrojová data objektům S1.set file=’vtk˙p001.dat’ O1.set file=’vtk˙p001.dat’ L2.set text=’vtk˙p001.dat’ // dojde k aktualizaci scény, kterou opět uložíme save filename=vtk˙p001.dat : // tím vygenerujeme celou sekvenci obrázků

Kapitola 3

Výsledky úloh

3.1 Modelování soupeření živočišných druhů na oblasti

Mějme danou soustavu rovnic

∂u_i ∂t = D_iΔu_i + f_i(u_1, . . . , u_n) na Ω, i ∈ n̂, (3.1)

kde D_i ∈ R, f_i jsou polynomy n proměnných. Tato soustava je tvořena tzv. reakčně-difuzními rovnicemi. Rovnice tohoto typu jsou používány ve fyzikální chemii, přičemž neznámé funkce u_i označují koncentrace látek v reakční směsi.

Soustavu však lze použít i v matematické biologii k simulaci chování živočišných druhů v prostředí, jak provedli S. Ei, R. Ikota a M. Mimura pomocí speciální volby funkcí f_i. Detailněji viz [7].

Členy D_i označují rozptylovací faktor, u_i teď značí hustotu populace i-tého druhu na zkoumané oblasti Ω. Vektorová funkce f_i(u_1, . . . , u_n) charakterizuje vzájemnou interakci druhů a má tento tvar

f_i = r_i − n∑ j=1 a_{ij} u_j u_i, (3.2)

kde r_i je koeficient růstu populace i-tého druhu, a a_{ij} charakterizuje „převahu” i-tého druhu nad j-tým. Soustavu je ještě nutné doplnit počátečními podmínkami

u_i(0, x) = u_{0i}(x), (3.3)

a okrajovou podmínkou

∂u_i ∂ν = 0, kde ν je vnější normála k ∂Ω. (3.4)

Rovnice (3.3) popisuje počáteční rozložení populace živočišných druhů v oblasti, rovnice (3.4) pak okrajovou podmínku nulového toku populace přes hranici oblasti. Ta zaručuje nulovou „migraci” druhu mimo oblast.

Ačkoliv by se mohlo zdát, že tato soustava parciálních diferenciálních rovnic povede na řešení typu „nejsilnější organismus převáží nade všemi, přičemž ostatní zahynou”, výsledky simulace ukazují daleko složitější chování, a to již při n = 3, tedy zkoumáme-li chování tří druhů.

Z pohledu matematické vizualizace (viz [16]) dostáváme po numerickém řešení tři funkce definované na dvojrozměrné oblasti. Tyto se navíc vyvíjejí v čase. S výhodou lze využít faktu, že funkce jsou vzájemně komplementární tj. má-li jedna z funkcí maximum, mají ostatní velmi malé hodnoty (minima) a obráceně. Navíc obor hodnot funkcí se pohybuje v rozsahu [0, 1]. Jsme tedy schopni všechny tři funkce zobrazit jediným obrázkem.

Bude

F := max_{i∈n̂} f_i + (i − 1). (3.5)

Pokud v daném místě převažuje první druh, bude mít funkce F hodnotu z intervalu [0, 1], pokud druhý druh, tak budou hodnoty z intervalu [1, 2] atp. Pro zobrazení funkce F na oblasti používáme prosté barevné mapování, jak bylo uvedeno v kapitole 1. Za barevnou paletu volíme jednu z možností na obrázku 3.1.

(a) (b)

Obrázek 3.1: Ukázka možných voleb barevné palety pro zobrazení uvedeného problému.

Výsledkem zobrazení je sada obrázků na jednotlivých časových hladinách, charakterizující populační rozložení jednotlivých druhů v oblasti (viz obr. 3.2 – 3.4).

Je několik možností vývoje, ať už jde o vytvoření rovnováhy mezi druhy, nebo převládnutí jediného. Zde uvádíme dva případy. V prvním případě dochází téměř k ustálení a mezi druhy se ustanoví rovnováha, ve druhém naopak vzniká silně dynamické chování. Zvlášť druhý případ je zajímavý z hlediska vytvoření rotujících spirálovitých „objektů”, tvořených populací prvního a druhého druhu, obklopených třetím.

Některé další případy je možno nalézt na přiloženém CD spolu se simulačním programem a animacemi.

t = 0 t = 10 t = 20 t = 30

t = 40 t = 50 t = 60 t = 70

Obrázek 3.2: Ukázka vytvoření téměř-rovnováhy, a to i při dosti odlišných parametrech. Rozměry sítě: 80 × 80, oblast [0, 3.0] × [0, 3.0]. D_i = 1.0 · 10^{−4} ∀i ∈ n̂, r_i = 1.0 ∀i ∈ n̂, a_{ii} = 1.0 ∀i ∈ n̂, a_{12} = 3.2, a_{13} = 3.5, a_{21} = 2.3, a_{23} = 2.6, a_{31} = 3.5, a_{32} = 2.9, τ = 0.01

Obrázek 3.3: Časový vývoj zastoupení druhů. Hodnota ukazuje celkové zastoupení i-tého druhu v oblasti. ∫ Ω u_i ≈ ∑ k,l h_1h_2u^{kl}_i

t = 0 t = 110 t = 200 t = 300

t = 400 t = 500 t = 600 t = 700

Obrázek 3.4: Vytvoření rotujících spirál obklopených dominantním druhem. Rozměry sítě: 200 × 200, oblast [0, 4.0] × [0, 4.0]. D_i = 1.0 · 10^{−4} ∀i ∈ n̂, r_i = 1.0 ∀i ∈ n̂, a_{ii} = 1.0 ∀i ∈ n̂, a_{12} = 3.0, a_{13} = 6.0, a_{21} = 6.5, a_{23} = 3.5, a_{31} = 2.9, a_{32} = 6.1, τ = 0.01

Obrázek 3.5: Časový vývoj zastoupení druhů. Hodnota ukazuje celkové zastoupení i-tého druhu v oblasti. ∫ Ω u_i ≈ ∑ k,l h_1h_2u^{kl}_i

3.1.1 Dynamika křivek

Dynamiku vývoje anizotropních křivek lze podle [5] popsat rovnicí

α(θ)v_Γ = g(θ)κ − F, (3.6)

kde v_Γ ≡ v_Γ(x, t) je normálová rychlost a κ(x, t) znamená křivost v bodě x křivky Γ(t) v čase t. Předpokládejme oblast Ω_s(t) ⊂ R^2 reprezentující pevnou látku a Ω_l(t) ⊂ R^2 reprezentující kapalnou látku v čase t. Fázové rozhraní Γ(t) = ∂Ω_s(t) ∩ ∂Ω_l(t) má potom tvar křivky. Pokud n_Γ bude označovat vnější normálu Ω_s, je κ = div n_Γ a v_Γ = ⃗v_Γ · n_Γ. Proměnná θ znamená úhel mezi n_Γ a osou x_1. Kladné funkce α, g, F jsou dány povahou materiálu. Je-li F ≡ const, pak reprezentuje řídící sílu úměrnou rozdílu termodynamických potenciálů obou fází. V případě, že g = 1, α = konst je pohyb izotropický.

Rovnice (3.6) se objevuje při studiu fázového rozhraní na mikroskopických strukturách. Proces vývoje rozhraní fázového přechodu je řízen tepelnými výměnami nebo difuzním procesem. Svou úlohu zde hrají kapilární jevy a v neposlední řadě i podchlazení. Model ostrého rozhraní je dán Stefanovým problémem s povrchovým napětím.

ρc ∂u ∂t = λ∇^2u, na Ω_s a Ω_l, (3.7) u|_{∂Ω} = u_Ω, (3.8) u|_{t=0} = u_0, (3.9) λ ∂u ∂n | | | |_s − λ ∂u ∂n | | | |_l = −Lv_Γ, (3.10) Δs σ (u − u^∗) = −g(θ)κ + α(θ)v_Γ, (3.11) Ω_s(t)|_{t=0} = Ω_{s0}. (3.12)

Zde ρ, c, λ jsou materiálové konstanty (kladné), L je latentní teplo na objemovou jednotku, u^∗ je bod tání, u znamená teplotní pole. Nespojitosti tepelného toku na křivce Γ a povrchová energie, která odpovídá povrchovému napětí mezi fázemi, jsou popsány rovnicemi (3.10) a (3.11). Násobící koeficient α obecně závislý na úhlu zachycuje rychlost růstu. Funkce g popisuje anizotropii rozhraní a lze ji vyjádřit vztahem

g(θ) = 1 − ζ cos(m(θ − θ_0)), (3.13)

kde ζ ∈ ⟨0, 1) vyjadřuje míru m-četné anizotropie, θ_0 pak značí krystalografickou orientaci. Rovnice (3.8) a (3.12) jsou počátečními podmínkami pro teplotu a prostorové rozdělení pevné a kapalné fáze.

Výše uvedené rovnice sice popisují formovací proces, ovšem fázové rozhraní není explicitně vypočitatelné, proto se při modelování mikroskopických efektů používají jiné přístupy.

Prvním z nich je model fázového pole popsaný rovnicemi ρc ∂u ∂t = λ∇^2u + L ∂p ∂t (3.14) α(θ)ξ^2 ∂p ∂t = g(θ)[ξ^2∇^2p + ap(1 − p)(p − 0.5)] + Δs σ (u^∗ − u)ξ^2|∇p| s počátečními podmínkami

u|_{t=0} = u_0, p|_{t=0} = p_0 (3.15)

a Dirichletovými okrajovými podmínkami

u|_{∂Ω} = u_Ω, (3.16)

kde a je opět kladná konstanta.

Rovnice (3.14) obsahuje výraz β(u^∗ − u)ξ^2|∇p|, β =^{Δs}_σ , který je důsledkem přeformulování podmínky (3.11) pomocí vrstevnicové metody. Hraniční křivku Γ totiž lze popsat pomocí mapovací funkce Φ : R^n → R a to

Γ(t) = {x ∈ Ω|Φ(x, t) = 0}. (3.17)

Oblast s pevnou fází pak popisuje množina

Ω_s = {x ∈ Ω|Φ(x, t) > 0}. (3.18)

Funkce Φ závisí na čase, tedy křivka Γ také závisí na čase. Je-li Φ dostatečně hladká a ∇Φ podél Γ nenulový, lze vyjádřit vnější normálu a normálovou rychlost křivky jako

n_Γ = − ∇Φ |∇Φ| , v_Γ = ∂Φ ∂t |∇Φ| . (3.19)

Křivost lze tedy vyjádřit jako

κ = ∇ · n_Γ = −∇ · ( ∇Φ |∇Φ| ) | | | Γ . (3.20)

Nyní po dosazení výrazů do (3.11) dostaneme vrstevnicovou formulaci Gibbs-Thompsonovy rovnice.

α ∂Φ ∂t = g|∇Φ|∇ · ( ∇Φ |∇Φ| ) + Δs σ |∇Φ|(u^∗ − u). (3.21)

3.1.2 Aproximační schéma pomocí MKD

Pro simulaci uvedeného fázového modelu lze použít některé diskretizační metody, například metodu konečných prvků (MKP) nebo metodu konečných diferencí (MKD). Teoretická otázka konvergence slabého řešení je ovšem dobře odpovězena zatím jen pro izotropický případ. Podrobný rozbor je možné nalézt například v [5]. Pro anizotropní případ zůstává otázka konvergence nedořešená.

Předpokládejme obdélníkovou oblast Ω = (0, L_1) × (0, L_2) ⊂ R^2. Na této oblasti provedeme prostorovou diskretizaci metodou konečných diferencí. Zkonstruujme pravidelnou síť s parametry h_1 a h_2.

h_1 =

L_1 N_1

; h_2 =

L_2 N_2

; x_{ij} = [x^1_{ij}, x^2_{ij} ]; u_{ij} = u(x_{ij} ), ω_h = {[ih_1, jh_2] |i = 1, . . . , N_1 − 1; j = 1, . . . , N_2 − 1}, u_{x̂1,ij} = u_{ij} − u_{i−1,j} h_1 , u_{x1,ij} = u_{i+1,j} − u_{ij} h_1 , u_{x̂2,ij} = u_{ij} − u_{i,j−1} h_2 , u_{x2,ij} = u_{i,j+1} − u_{ij} h_2 , u_{x̂1x1,ij} = 1 h^2_1 (u_{i+1,j} − 2u_{ij} + u_{i−1,j}), u_{x̂2x2,ij} = 1 h^2 (u_{i,j+1} − 2u_{ij} + u_{i,j−1}), potom vyjádření gradientu a divergence je

^∇_hu = [u_{x̂1} , u_{x̂2} ], ∇_hu = [u_{x1} , u_{x2} ], Δ_hu = u_{x̂1x1} + u_{x̂2x2} ,

Podobně provedeme prostorovou diskretizaci i pro fázi p Tím jsme zavedli operátor P_h, který provádí projekci funkcí na námi definovanou síť. Přesností, stabilitou a konzistencí tohoto diferenčního schématu se zabývá numerická matematika, potřebné informace lze nalézt například v [4]. Nyní můžeme systém rovnic (3.14) přepsat na tvar

ρcu̇^h = λΔ_hu^h + Lṗ na ω_h (3.22) α(θ)ξ^2ṗ^h = g(θ)[ξ^2Δ_hp^h + ap^h(1 − p^h)(p^h − 0.5)] + (3.23) +β(u^∗ − u^h)ξ^2|∇_hp^h| na ω_h (3.24) s počátečními podmínkami u^h(0) = P_hu_0, p^h(0) = P_hp_0, (3.25)

kde jsme nahradili časové parciální derivace obyčejnými. Schéma můžeme nyní řešit například pomocí Runge-Kuttových metod pro systémy rovnic. Výsledek vizualizace programem MVIS, s využitím technik colormapping, contouring, warping^1 je vidět na obrázku 3.6. Další ukázky a vygenerované animace lze nalézt na přiloženém CD.

3.2 Vizualizace proudění tekutin

Metody pro vizualizaci vektorových polí uvedené v kapitole 1 jsou přímo použitelné v inženýrských úlohách simulujících proudění. Úlohy spojené s touto

1modelace síťových bodů podle hodnot funkce

t = 0 t = 10

t = 15 t = 20

t = 30 t = 40

t = 45 t = 50

Obrázek 3.6: Směrový růst, čtyř směrová anizotropie. Zobrazen je vývoj fáze (colormapping + warp technika), vpravo pak fázové rozhraní (vrstevnice p = 0.5). Vizualizováno programem MVIS. Rozměry sítě: 301 × 301, oblast [0, 9.0] × [0, 9.0]. Za poskytnutí těchto dat děkuji svému školiteli.

problematikou lze nalézt např. v ([18],[3]). Uveďme proto některé případy, kdy se daly zmíněné techniky použít. Nebudeme popisovat všechny detaily spojené s modelováním proudění tekutin, přesto uveďme základní rovnice, které proudění modelují. Ukážeme matematický model stacionárního proudění. (viz [21],[14]) Uvažujme oblast Ω ⊂ R^2, na něm definován systém Eulerových nebo Navier- Stokesových rovnic v konzervativním tvaru

R̃u_t + F(u)_x + G(u)_y = ν [R(u, u_x, u_y)_x + S(u, u_x, u_y)_y] (3.26) kde u = p u v ; F = u u^2 + p uv ; G = v uv v^2 + p ;

R = 0 u_x v_x ; S = 0 u_y v_y ; R̃ =

0 0 0 0 1 0 0 0 1 ; ν ∈ R, ν > 0

Pro Eulerových rovnic stačí zjednodušit předchozí systém dosazením ν = 0. Pro 2D-model stlačitelného proudění ideálního plynu lze ještě uvažovat systém rovnic:

W_t + F(W)_x + G(W)_y = μ [R_x + S_y] (3.27)

u = ρ ρu ρv e ; F = ρu ρu^2 + p ρuv (e + p)u ; G = ρv ρuv ρv^2 + p (e + p)v ;

R = 0 τ_{xx} τ_{xy} uτ_{xx} + vτ_{yy} + kτT_x ; S = 0 τ_{xy} τ_{xx} uτ_{xx} + vτ_{yy} + kτT_y ;

p = (κ − 1) [ e − 1 2 ρ ( u^2 + v^2 )] ; τ_{xx} = μ [ 4 3 u_x − 2 3 v_y ] ; τ_{xy} = μ[u_y + v_x]; τ_{yy} = μ [ 2 3 u_x − 4 3 v_y ] ; μ = μ(T ), T je teplota, p = ρR̂T , R̂ je konstanta. Vektor rychlosti je dán složkami (u, v), p vyjadřuje tlak, ρ hustotu a e hustotu celkové energie. μ a ν jsou kladné konstanty. Pro μ = 0 dostáváme opět systém Eulerových rovnic, tentokráte pro stlačitelné proudění.

Numericky lze úlohy řešit mnoha způsoby. Na FJFI se používá metoda ustalování po předchozí prostorové diskretizaci metodou konečných objemů (MKO) a použití numerických schémat^2.

Pro stacionární okrajové podmínky dosahujeme stacionárního řešení pro t → ∞.

2Například schémata Lax-Friedrichse, Lax-Wendroffova, TVD schémata aj.

Obrázek 3.7: Proudící pole rychlostí tekutiny v GAMM-kanále vizualizované pomocí LIC, barva značí velikost rychlosti (nejmenší hodnoty odpovídají červené, největší pak modré barvě). Program LicOnTriangleMesh. Data poskytnul ing. Jindřich Makovička.

3.3 Vizualizace potenciálu elektrického pole

Pro testovací účely bylo vytvořeno umělé vektorové pole elektrických sil z několika bodových nábojů. Oblast měla rozměry [0, 0.1] × [0, 0.1], první kladný náboj Q_1 o hodnotě 1.0 byl umístěn na souřadnice (0.2, 0.5), druhý záporný náboj Q_2 = −2.0 na pozici (0.8, 0.5) a konečně třetí jsme nechali pohybovat po předem dané křivce (sinus) mezi nimi. Hodnoty jsou uvedeny v bezrozměrných jednotkách.

V každém okamžiku se počítalo vektorové pole sil jako gradient celkového elektrického potenciálu. Tedy

φ_i(⃗r) = a Q_i r ∀i ∈ ^3, (3.28) φ = 3∑ i=1 φ_i, (3.29) ⃗F (x) = −∇φ = −(∂φ ∂x , ∂φ ∂y ). (3.30)

Obrázek 3.8 obsahuje ukázky vygenerovaného elektrického pole v některých časových hladinách. K zobrazení je použita metoda LIC. Další obrázek pak zachycuje složitější rozložení sil se zobrazenou velikostí pomocí barev. (viz obr. 3.9)

3.4 Vizualizace transportu znečištění v mezní vrstvě atmosféry

Tuto úlohu řešil ing. Petr Bauer v rámci práce [3]. Jde o následující matematický model difuzně konvekční úlohy se stacionárním Stokesovým prouděním simulujícím transport škodlivin v ovzduší.

t = 0 t = 30 t = 50

t = 60 t = 70 t = 90

Obrázek 3.8: Ukázka zobrazení proměnného elektrického pole metodou LIC. Z vygenerovaných obrázků byla posléze vytvořena animace. Program LicOn- StructuredGrid.

Obrázek 3.9: Ukázka složitějšího vektorové pole sil elektrických nábojů. Program LicOnStructuredGrid.

∂c(t, x) ∂t + ⃗v(x) ∇ c(t, x) = D△c(t, x) + f(t, x), −△⃗v(x) + ∇ p(x) = ⃗g(x), div ⃗v(x) = 0,

c(0, x) = c_0(x) x ∈ Ω, c|_{∂Ω} = c_Γ(x), ⃗v |_{∂Ω} = ⃗v_Γ.

Symbol Ω označuje svislý dvojrozměrný řez krajinou, c je koncentrace škodlivin, ⃗v vektor rychlosti, D značí koeficient difuze, p tlak, f je funkce vytvářející zdroje škodlivin, ⃗g pak vnější objemová síla vztažená na jednotku hmotnosti. Konečně x a t jsou prostorové resp. časové souřadnice. V systému není uvažována rovnice energie.

Oblast Ω byla zadána jako vertikální řez krajinou s jedním nebo několika kopci, úloha byla řešena metodou konečných prvků. Obě úlohy bylo možné kvůli dalším předpokladům řešit odděleně. Pro Stokesův problém byly použity nekonformní lineární prvky, pro problém difuze pak konformní lineární prvky. Výsledkem bylo vektorové pole rychlostí (zadané na elementech) a skalární hodnota c reprezentující koncentraci škodlivé látky v ovzduší.

Několik časových hladin je zobrazeno na obrázku 3.10.

konstantní vektorové pole rychlostí. Program LicOnTriangleMesh.

t = 100 t = 4700

t = 8350 t = 9750

t = 13600 t = 17250 Obrázek 3.10: Postupný vývoj koncentrace škodlivin přes kopcovitou krajinu. Program MVIS.

Závěr

Hlavním cílem práce bylo vyvinout programové vybavení pro vizualizaci dat numerických modelů. Na základě studie algoritmů uvedených v kapitole 1 vzniklo několik použitelných vizualizačních programů pro zobrazení dat založených na metodě křivkové konvoluce, metodě anizotropické difuze, na simulaci transportu textury a dalších metodách.

Zároveň vznikl komplexnější uživatelský vizualizační program MVIS. Tento program je použitelný pro zobrazování a export výsledků do publikací a prezentací, což patřilo opět mezi hlavní záměry práce. Pro speciální účely a požadavky lze program rozšiřovat v podobě zásuvných modulů o další vizualizační možnosti, což uživatelé jistě rádi uvítají.

Právě implementační část této práce zabrala autorovi nejvíce času. Bylo třeba nastudovat postupy a techniky a v neposlední řadě programové balíky a knihovny pro úspěšnou implementaci a odladění programů.

Vizualizační programy byly otestovány jak na uměle připravených datech, tak na skutečných datech získaných z numerických výpočtů. Výsledky, které vytvářejí, lze považovat za uspokojivé a pro zadaný účel postačující.

Některé ukázky jsou uvedeny ve třetí kapitole práce, jedná se o úlohy vývoje křivky s volnou hranicí, transport škodlivin v přízemní vrstvě ovzduší, simulování chování baktérií a modelování ustáleného proudění. Většinu dalších výsledků je možno nalézt na přiloženém CD disku. Zde je také postup k instalaci jednotlivých programů a ke každému i krátká dokumentace.

Kapitola 4

Dodatky

Obsah CD

./pictures/ adresář s výslednými obrázky ./pictures/CFD proudění a vektorová pole ./pictures/CFD/anizdiff vizualizace metodou anizotropické difuze ./pictures/CFD/hill úloha transportu škodlivin ./pictures/CFD/Channel úloha ustáleného proudění v GAMM kanále ./pictures/CFD/test1 šestiúhelník pro testovací účely ./pictures/elekt pole silové elektrické pole ./pictures/showMolecule vizualizace proteinů a molekul vodní páry ./pictures/species výsledky simulace chování tří druhů bakterií ./pictures/species/200x200 na síti 200 × 200 ./pictures/species/50x50 na síti 50 × 50

./programs/ adresář s vizualizačními programy ./programs/anizotropicdiffusion numerická simulace anizotropické difuze ./programs/anizotropicdiffusion/pole generátor testovacích polí ./programs/ Convert structvec tovtk konvertor pro převod vektorového pole do formátu VTK (pravidelná mřížka) ./programs/ Convert trgtovtk konvertor pro převod vektorového pole do formátu VTK (trojúhelníky) ./programs/ Convert trgscalar tovtk konvertor pro převod skalárních hodnot do formátu VTK (trojúhelníky) ./programs/licOnStructuredGrid konvoluce po křivce (LIC) na pravidelné mřížce ./programs/licOnTriangleMesh konvoluce po křivce (LIC) na triangulační síti ./programs/mvis program MVIS

./programs/paleta generátor barevné palety ./programs/showMolecule prohlížeč molekul (formát PDB) ./programs/licsurf konvoluce (LIC) na obecných plochách ./programs/simulation adresář se simulacemi ./programs/simulation/animproud vizualizace proudění metodou transportu textury ./programs/simulation/animproud/video adresář pro vytvoření výsledné animace ./programs/simulation/elekt pole simulace elektrického pole (3 náboje, jeden se pohybuje) ./programs/simulation/curves simulace fázového přechodu (phase-field model) ./programs/simulation/species numerická simulace (chování bakterií) ./programs/simulation/species/initCon počáteční podmínky k úloze ./text/ zdrojové kódy této práce v TEXu

4.1 Numerické metody

4.1.1 Runge-Kuttovy metody

Pro numerické řešení parciálně diferenciálních rovnic existuje nepřeberné množství metod viz např. [17, 21, 14]. Zde ukážeme často používané Runge-Kuttovy metody (podle [6]).

Hledáme řešení rovnice x^′ = f(t, x), x(t_0) = x_0. Řekneme, že úloha je numericky vyřešena, právě když lze vyjádřit řešení ve tvaru x(t_0 + τ) .= x(t_0) + Δx_0(t_0, x_0, τ).

Předpokládejme přírůstek ve tvaru

Δx_0 = p_1k_1(τ) + p_2k_2(τ) + · · · + p_rk_r(τ), kde k_i(τ) = τf(ξ_i(τ), η_i(τ)), ξ_i(τ) = t_0 + α_iτ,

η_i = η_0 + β_{i1}k_1(τ) + β_{i2}k_2(τ) + · · · + β_{i,i−1}k_{i−1}(τ), α_1 = 0.

k_1(τ) = τf(t_0, x_0) (4.1) k_2(τ) = τf(t_0 + α_2τ, x_0 + β_{21}k_1(τ)) (4.2) k_3(τ) = τf(t_0 + α_3τ, x_0 + β_{32}k_1(τ) + β_{32}k_1(τ)) (4.3) . . (4.4) k_r(τ) = τf(t_0 + α_rτ, x_0 + β_{r1}k_1(τ) + · · · + β_{r,r−1}k_{r−1}(τ)) (4.5) x(t_0 + τ) .= x(t_0) + p_1k_1(τ) + p_2k_2(τ) + · · · + p_rk_r(τ)

ozn. přírustek (RK) .

Pod pojmem „skutečný přírůstek” rozumíme x(t_0 + τ) − x(t_0). Zbývá vyřešit volbu α, β, p. Pokud rozvineme přírustek (RK) a skutečný přírůstek v mocninách τ, chceme, aby se rozvoje shodovaly do co možná nejvyšší mocniny τ. Budou-li se shodovat až do τ^p, je chyba řádu τ^{p+1}. Toho chceme dosáhnout pro libovolnou volbu pravé strany. Z toho budeme vycházet při volbě koeficientů α, β, p. Označme

φ_r(τ) = [x(t_0 + τ) − x(t_0)] − [p_1k_1(τ) + p_2k_2(τ) + · · · + p_rk_r(τ)]. Výše uvedená podmínka pak odpovídá podmínce φ_r(0) = φ^′_r(0) = · · · = φ^{(s)}_r (0) = 0.

Pro r = 1:

φ_1(τ) = [x(t_0 + τ) − x(t_0)] − [p_1τf(t_0, x_0)]

φ^′_1(0) = x^′(t_0) − p_1f_0 = f_0 − p_1f_0 = (1 − p_1)f_0 z toho vychází podmínka p_1 = 1. Výsledná metoda x(t_0 + τ) .= x(t_0) + τf(t_0, x_0) se označuje jako Eulerova. Pro r = 2:

φ_2(τ) = [x(t_0 + τ) − x(t_0)] − [p_1k_1(τ) + p_2k_2(τ)]

k_1(τ) = τf(t_0, x_0) (4.6) k_2(τ) = τf(t_0 + α_2τ, x_0 + β_{21}k_1(τ)) (4.7) k^′_1(τ) = f(t_0, x_0) (4.8) k^′_2(τ) = f(t_0 + α_2τ, x_0 + β_{21}k_1(τ)) + τ [ ∂f ∂t α_2 + ∂f ∂x β_{21}k^′_1(τ) ] (4.9) k^{′′}_1 (τ) = 0 (4.10) k^{′′}_2 (t) = 2 [ ∂f ∂t (t_0 + α_2τ, x_0 + β_{21}k_1(τ)) + ∂f ∂x β_{21}k^′_1(τ) ] + τ[· · · ]^′ (4.11)

k^′_1(0) = f_0 k^{′′}_1 (0) = 0 (4.12) k^′_2(0) = f_0 k^{′′}_2 (0) = 2(α_2f_t + β_{21}f_xf_0) (4.13) x^′(t) = f(t, x) (4.14) x^′(t_0) = f_0 (4.15) x^{′′}(t) = ∂f ∂t (t, x) + ∂f ∂x (t, x)x^′(t) (4.16) x^{′′}(t_0) = f_t + f_xf_0 (4.17)

φ^′_2(0) = f_0 − [p_1f_0 + p_2f_0] = [1 − p_1 − p_2]f_0 (4.18) φ^{′′}_2 (0) = f_t + f_xf_0 − 2p_2(α_2f_t + β_{21}f_xf_0) = (4.19) = [1 − 2α_2p_2]f_t + [1 − 2β_{21}p_2]f_xf_0 (4.20)

Z toho vyplývá podmínka

p_1 + p_2 = 0 (4.21) 2α_2p_2 = 1 (4.22) 2β_{21}p_2 = 1. (4.23)

V praxi se užívají následující volby:

α_2 = β_{21} = 1 α_2 = β_{21} =^1_2 (4.24) p_1 = p_2 = 1 2 p_1 = p_2 = 0 (4.25) k_1 = τf(t_0, x_0) k_1 = τf(t_0, x_0) (4.26) k_2 = τf(t_0 + τ, x_0 + τ) k_2 = τf ( t_0 +^τ_2 , x_0 +^τ_2 ) (4.27) x(t_0 + τ) .= x(t_0) + 1 2 (k_1 + k_2) x(t_0 + τ) .= x(t_0) + k_2 (4.28)

Pro r = 3:

φ_3(τ) = [x(t_0 + τ) − x(t_0)] − [p_1k_1(τ) + p_2k_2(τ) + p_3k_3(τ)]

Dostaneme podmínky

1 − p_1 − p_2 − p_3 = 0 (4.29) 1 − 2α_2p_2 − 2α_3p_3 = 0 (4.30) 1 − 2p_2β_{21} − 2p_3(β_{31} + β_{32}) = 0 (4.31) 1 − 3p_2α^2 − 3p_3α^2_3 = 0 (4.32) 2 − 6p_2α_2β_{21} − 6p_3α_3(β_{31} + β_{32}) = 0 (4.33) 1 − 3p_2β^2_1 − 3p_3(β_{31} + β_{32})^2 = 0 (4.34) 1 − 6p_3α_2β_{32} = 0 (4.35) 1 − 6p_3β_{21}β_{32} = 0 (4.36)

Tyto rovnice jsou ovšem závislé a jsou ekvivalentní s následující soustavou:

1 = p_1 + p_2 + p_3 (4.37) 1 2 = p_2α_2 + p_3α_3 (4.38)

1 = 3p_2α^2 + 3p_3α^2_3 (4.39) α_2 = β_{21} (4.40) α_3 = β_{31} + β_{32} (4.41) 1 6 = p_3β_{32}α_2. (4.42)

Každé řešení této soustavy dává Runge-Kuttovu metodu. Čtvrtá derivace nulovat nejde. V praxi se používají následující metody:

k_1 = τf(t_0, x_0) (4.43)

k_2 = τf ( t_0 + τ 2 , x_0 + k_1 2 ) (4.44)

k_3 = τf(t_0 + τ, x_0 − k_1 + 2k_2) (4.45)

x(t_0 + τ) .= x(t_0) + 1 6 (k_1 + 4k_2 + k_3) (4.46)

nebo

k_1 = τf(t_0, x_0) (4.47)

k_2 = τf ( t_0 + τ 3 , x_0 + k_1 3 ) (4.48)

k_3 = τf(t_0 + 2τ 3 , x_0 −

2k_2 3 ) (4.49)

x(t_0 + τ) .= x(t_0) + 1 4 (k_1 + 3k_3). (4.50)

Pro r = 4 uveďme už jen tři nejpoužívanější metody.

1. Standardní Runge-Kuttova metoda:

k_1 = τf(t_0, x_0) (4.51)

k_2 = τf ( t_0 + τ 2 , x_0 + k_1 2 ) (4.52)

k_3 = τf ( t_0 + τ 2 , x_0 + k_2 2 ) (4.53)

k_4 = τf(t_0 + τ, x_0 + k_3) (4.54)

x(t_0 + τ) .= x(t_0) + 1 6 (k_1 + 2k_2 + 2k_3 + k_4) (4.55)

2. Tří-osminové pravidlo:

k_1 = τf(t_0, x_0) (4.56)

k_2 = τf ( t_0 + τ 3 , x_0 + k_1 3 ) (4.57)

k_3 = τf ( t_0 + 2τ 3 , x_0 − k_1 3 + k_2 ) (4.58)

k_4 = τf(t_0 + τ, x_0 + k_1 − k_2 + k_3) (4.59)

x(t_0 + τ) .= x(t_0) + 1 8 (k_1 + 3k_2 + 3k_3 + k_4) (4.60) 3. k_1 = τf(t_0, x_0) (4.61)

k_2 = τf ( t_0 + τ 4 , x_0 + k_1 4 ) (4.62)

k_3 = τf ( t_0 + τ 2 , x_0 − k_2 2 ) (4.63)

k_4 = τf(t_0 + τ, x_0 + k_1 − 2k_2 + 2k_3) (4.64)

x(t_0 + τ) .= x(t_0) + 1 6 (k_1 + 4k_3 + 4k_4) (4.65)

Abychom dosáhli chyby maximálně O(τ^6), nevystačíme s r = 5, ale až s r = 6. Proto se používají zejména metody s r = 4.

V praxi se nejčastěji používají metody s automatickým výběrem kroku. Nejjednodušší způsob je spočítat následující hodnotu s krokem τ a τ/2, je-li relativní rozdíl větší než nějaké ϵ, interval se dále půlí. Případně se krok může zase prodlužovat — např. máme počitadlo, kolikrát odchylka vyhovovala a když dosáhne určité hodnoty, zase zkusíme krok prodloužit.

Kteroukoli z Runge-Kuttových metod pro jedinou rovnici lze použít i pro systém rovnic.

Literatura

[1] B. Cabral a L. C. Leedom, Imaging vector fields using line integral convolution, Proceedings of the 20th annual conference on Computer graphics and interactive techniques, ACM Press, 1993, pp. 263–270.

[2] H. Battke, D. Stalling, a H.-C. Hege, Fast line integral convolution for arbitrary surfaces in 3D, (1997), 181–195.

[3] P. Bauer, Matematické modelování a numerická simulace transportu škodlivin v přízemní vrstvě ovzduší, Diplomová práce, FJFI ČVUT, 2003.

[4] M. Beneš, Mathematical and computational aspects of solidification of pure substances, Acta Mathematica Universitatis Comenianae, vol. 80 (1), 2001, pp. 123–151.

[5] M. Beneš a K. Mikula, Simulations of anisotropic motion by mean curvature (comparison of phase-field and sharp interface approaches), Acta Mathematica Universitatis Comenianae, vol. 67, 1998, pp. 17–42.

[6] E. Humhal, Diferenciální rovnice, 2001, Přednášky.

[7] S.-I. Ei, R. Ikota, a M. Mimura, Segregating partition problem in competition-diffusion systems, Interfaces and Free Boundaries, vol. 1, Oxford University Press, June 1999, pp. 57–80.

[8] H.–C. Hege a K. Polthier (eds), Mathematical Visualization: Algorithms, Applications and Numerics, Springer-Verlag Berlin/Heidelberg, 1998.

[9] H. E. Cline, W. E. Lorensen, S. Ludke, C. R. Crawford, a B. C. Teeter, Two algorithms for the three-dimensional reconstruction of tomograms, Medical Physics 15 (1988), 320–327.

[10] H.-C. Hege a D. Stalling, Fast LIC with Higher Order Filter Kernels, Tech.

zpráva SC 97-74, 1997.

[11] J. Becker, T. Preußer, a M. Rumpf, PDE Methods in Flow Simulation Post Processing, Computing and Visualization in Science 3 (2000), no. 3, 159–167.

[12] J. Flusser, Zpracování a rozpoznávání obrazu, 2003, Přednášky.

LITERATURA 80

[13] J. Sochor, J. Žára, a B. Beneš, Algoritmy počítačové grafiky, ČVUT Praha, 1998.

[14] K. Kozel a J. Fürst, Numerické metody řešení problémů proudění I, 2001, Skripta ČVUT.

[15] M. Petřek, Algoritmy matematické vizualizace, KM FJFI, 2002, výzkumný úkol.

[16] , Visualization techniques in mathematical engineering, in Proceedings on MCM03, JČMF Prague, 2003, ISBN 80-7015-912-X, pp. 281–285.

[17] G. I. Marčuk, Metody numerickě matematiky, Academia, 1987. [18] J. Mikyška, Numerická analýza geotermálního průlinového proudění a transportu tepla v podzemních vodách, Diplomová práce, FJFI ČVUT, 2001.

[19] N. Matthew a R. Stones, Linux programujeme profesionálně, Computer Press, 2001.

[20] G. M. Nielson a B. Hamann, The asymptotic decider: resolving the ambiguity in marching cubes, Proceedings of the 2nd conference on Visualization ’91, IEEE Computer Society Press, 1991, pp. 83–91.

[21] R. Dvořák a K. Kozel, Matematické modelování v aerodynamice, Vydavatelství ČVUT, 1996.

[22] R. Pecinovský and M. Virius, Objektové programování 2., Grada Publishing, 1996.

[23] W. Schroeder, K. Martin, a B. Lorensen, The Visualization Toolkit, 2 ed., Prentice Hall, 1998.

[24] M. Virius, Programování v C++, Vydavatelství ČVUT, 1998.