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Uvod

Matematickd vizualizace je pomérné mlada védni disciplina, ktera vznikla
z potfeby umét prijatelné zobrazit a znazornit slozité matematické objekty,
které existovaly zatim jen v mysli matematiki. Pivodné byla spise razena
jako podoblast diferencidlni geometerie, numerické matematiky a pocitacové
grafiky, ale po Case se zacaly metody matematické vizualizace hojné pouzivat
i v jinych oblastech védy. Dnes je predmét zdjmu matematické vizualizace
jiz natolik Siroky, Ze nelze presné vymezit, co do vizualizace patii a co jesté
ne, protoze témér v kazdém oboru je nutné umét prezentovat a zobrazovat
data, af uz napocitana nebo naméiena.

Tato resersni prace pojednava o zakladnich metodach matematické vizu-
alizace. Zejména je kladen diiraz na metody spojené se zobrazovanim vek-
torovych poli a tokt. Tyto se dnes uplatnuji zvlasté ve védeckych tstavech,
které se zabyvaji modelovanim a simulaci proudéni v tekutinach.

Dale jsou ukazany metody pro zobrazeni a animaci kiivek s volnou hra-
nici, nebot tato oblast je momentalné pfedmétem vyzkumu na Katedfe Ma-
tematiky FJFI. Nasleduje pfehled na trhu dostupnych vizualizacnich baliki,
které umoznuji pomoci implementovanych metod védecka data zobrazovat a
prezentovat. Jedna se o programy MATLAB, GRAPE, ALBERT a Elemvis.

Zavér pak shrnuje podané informace s odkazem na dalsi vyzkum v této
oblasti. Prace téz obsahuje nekolik dodatkti, kde jsou diskutovany zakladni
matematické (numerické) metody, které jsou pii vizualizaci objektt a dat
potfebné. Posledni ¢asti je seznam zdroji a literatury, ze kterych jsem pri
psani cerpal.

V Praze 13. tijna 2001 Martin Petrek



Kapitola 1

Matematicka vizualizace

1.1 Zakladni metody zobrazovani

Pti feseni problému a tiloh z technické praxe zpravidla vzdy dochéazi k pres-
néjsi matematické formulaci problému a to zejména zavedenim veli¢in a rov-
nic, které nam dany problém charakterizuji. Veli¢iny (matematické nebo fyzi-
kalni) mivaji vétsinou povahu funkei. Tyto funkce lze rozdélovat podle para-
metri a podle vracenych hodnot. Je tedy jasné, ze praveé podle typi funkei by
se daly rozdélit i metody a techniky vizualizace, které tyto funkce zobrazuji.
Neékolik z nich je v nasledujicim seznamu.
Vizualizac¢ni techniky

e skaldrni

e vektorové a objemové

e proudicich toki a poli

— medicinské

— informativni

— prostorové (stereoskopické) a techniky virtudlni reality

o ostatni

Vizualizace na case nezavislych dat ve 2D

Vrstevnice

Oblibenou technikou k zobrazeni skalarnich funkei jsou metody, které gene-
ruji mnozinu kiivek reprezentujici konstantni funkéni hodnoty (vrstevnice,
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izocary). Generovani téchto ,vrstevnic* v8ak nemusi byt trividlni, protoze
mame-li funkéni hodnoty urceny tradi¢né v uzlech sité, je nutné pii zobra-
zeni jednotlivych hladin body interpolovat, a tak miize dojit k situacim, kdy
neni jasné, kudy mame vrstevnici dale vést.

Ptredpokladejme nyni pravidelnou miizku ve 2D (buiiky jsou obdélniky).
Na odstranéni mnohoznacnosti pro vybér vrstevnice se provede rozdéleni
buriky na ¢tyfi trojihelniky (spojenim uhlopiicek). Pak se spo¢ité primérna
hodnota ve stiedu bunky ze vSech vrcholi a naleznou se priisec¢iky podél
kazdé hrany trojuhelnika (na hledané hladiné). Priseciky pak mtzeme nor-
malné spojit, protoze k viceznacnosti uz nedojde.

,bﬁ

Obrazek 1.1: Tvorba pomocnych bodu vrstevnic pfi nejednoznacném vybéru
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Obrazek 1.2: Typy stinovani a tvorba proudnic

Stinovdani

Meéjme funkci opét definovanou ve vrcholech pravidelné sité. Chceme-li zobra-
zit funkéni hodnotu barvou, je nutné néjak zobrazit barvu mezi jednotlivymi
vrcholy. Pouzijeme-li konstantni stinovani, staci rozdélit obdélnik na dva
trojihelniky (napt. podél thlopticky) a spocitat pramér z vrcholti nebo sys-
tematicky volit jeden z vrcholi. Vzniklé trojuhelniky jsou navic automaticky
konvexni a tudiz vhodné pro ofezavani. Pfi Gouraudové stinovani se pouziva
bilinearni interpolace mezi vrcholy, takze prechod je vice plynuly.
Konstantni stinovani se pouziva, chceme-li vidét i jednotlivé elementy, a
tak se lépe orientovat, Gouraudovo pak, ma-li byt vysledek ,zahlazeny“.

Sipky
Zobrazeni vektorid pomoci Sipek je ¢asto uzivana metoda pro svou jednodu-
chou implementaci. V uzlech zname slozky vektoru, tak je jednoduse zob-
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razime, pripadné vektory ,naskalujeme® néjakou vhodnou konstantou, aby
sipky nebyly prili§ dlouhé. Tato technika vsak pfinasi problémy. Ve vysled-
ném obrazku vznik4 zmatek. Sipky zabiraji hodné mista (zv14sté pii vykres-
leni i s hlavickami), nékde jsou nahustény, jinde naopak dost fidnou. Tyto
problémy se jesté zvyrazni, mame-li promitat 3D oblast na dvojrozmérnou
plochu.

Barevné kolecko

Tato technika spociva v prevodu slozek vektoru (x,y, z) na hodnoty barev-
ného modelu HSV (Hue, Saturation, Value) a interpretace vektoru jako obar-
veného pixelu. Ukazuje se, ze prevodni funkce do logaritmicky skalovanych
stupnic (h,s,v) dava pfijatelné vysledky a je dobfe vnimana lidskym zrakem.
Proudnice

P1i vizualizace toki se obvykle konstruhuji tzv. proudnice, coz jsou kiivky
tecné k vektorim rychlosti. Pouzivaji se rizné interpola¢ni metody, vétSinou
se vychazi ze dvou bodu v kazdé butice. Pro pravidelné sité se pouziva biline-
arni interpolace, pro nepravidelné pak naptiklad Hardyho multikvadraticka
metoda. Nekteré dalsi metody jsou popsany v 1.2 na strané 7.

Analijza kritickych bodu

Zde se k zobrazeni topologie vektorového pole (2D) spojuji kritické body.
Tim jsou mysleny body, kde naptiklad zanika vektorova veli¢ina. Kfivky se
jesté obarvi nebo oznaci podle typt kritickych bodi, které spojuji. Prikladem
jsou tfeba sedlové body, uzly pfitazlivé/odpudivé, viry aj.

Vizualizace na ¢ase nezavislych dat ve 3D

Vizualizace 3D dat na 2D plochu (display) je oproti pfedchozimu ptipadu
problémy s nejednoznacnosti. Z vysledku je tézké urcit relativni vzdalenosti
a predstavit si inverzni zobrazeni zpétné na 3D objekt. Proto se pro lepsi
predstavu pouzivaji pomocné techniky, které zobrazuji osvétleni a stinovani
objektu, vrzené stiny, pomocné projekéni ¢ary a jiné zachytné body.

Dalsi moznosti zobrazeni je tfeba animovani dat se zménou barevné palety
pri prichodu objektem v fezech. Nyni nasleduje nékolik pouzivanych metod.

Surface fitting

Jedna se o rozsiteni vrstevnic do 3D. Znama je naptiklad metoda “Marching
Cubes” (MC), kde se prochazi objekt vozel' po voxelu a spojuji se body
se stejnou, uzivatelem castecné definovanou hodnotou. Pak lze tato spojeni
prevést na zobrazitelny povrch. Metoda méa problémy s funkcemi, kde je velké

Lobjemova, jednotka — podobné jako pizel ve 2D



mnozstvi sedlovych bodii, nebot dochazi ke tvorbé dér. Na jejich odstranéni
v soucasné dobé existuje nékolik metod.

Obrazek 1.3: Zobrazeni metodou Surface fitting

Direct volume rendering

DVR algoritmy mapuji data scény ptimo do vysledného obrazku. Nejsou zde
zaddné pomocné geometrické primitivy. Pies scénu se posilaji paprsky, které
prochézeji 3D oblasti s daty. Na primétnu se pak zobrazi hodnota voxelu, na
kterou paprsek narazil a ktera zapadla do predem urcené kategorie. Tim se
nam na prameétné zobrazi v podobé barev jen hodnoty, které potfebujeme a
ziskdme tak rozlozeni, které néas zajima. Existuji dvé modifikace, kdy se bud
posilaji paprsky z oka pozorovatele pfes primétnu (obdoba ray-tracingu)
nebo se ze vsech voxeli vysilaji k pozorovateli paprsky a zobrazuji se pak
jejich priseciky s primétnou.

Zobrazeni v Case proménlivych dat

Pti zobrazovani ¢asové zavislych dat by kazdého jisté napadla metoda, kdy
napocitame jednotlivé casové hladiny a vyslednou posloupnost snimki zob-
razime v animacni sekvenci. Tento mechanizmus se hojné pouziva. Je vSak
nutné davat pozor na rtizné nechténé efekty s casovou animaci spojené. Miize
se napftiklad stat vlivem diskrétnich casovych hladin, Ze vznikne tzv. ca-
sovy aliasing tzn. nepravy nebo lépe falesny pohybovy vjem. Prikladem nam
miiZze byt i obycejné kamera snimajici pohyb cyklisty, kdy pii urcité frekvenci
vznika dojem rotace kola na opac¢nou stranu. Podobny dojem muze vznikat i
pri translacnim pohybu, kdy casova diskretizace neni dostatecna pro rychly
pohyb v animaci — vznikd dojem stroboskopu. K napravé se pouzivaji filtry:
rozmazéavajici (blurring), roztfepujici (aliasing) a kruhovy (ringing). Objekt
se v pohybu rozmaze, coz ptisobi vérohodnéji. Na tuto operaci funguji po-
meérné dobfe linearni filtry. Jedna-li se o ,hladky*“ pohyb, je ti¢inn4 i lineédrni

vvvvvv
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potieba pouzit interpolaci zalozenou vice na fyzikalni povaze pohybu. Viz
téz 1.2 na strané 7.

1.2 Vizualizace vektorovych poli

Zobrazovani pole dat, zvlasté pole vektora rychlosti, jsou jednou ze zaklad-
nich tloh. Existuje nékolik rozdilnych pristupt k této problematice. Nejjed-
nodussi metody k zobrazeni vektori v uzlech néjaké pravidelné sité, ktera po-
kryva danou oblast, obvykle produkuji matouci a neurovnané vystupy kvili
rozdilné hustoté pole (tzv. naskdlovdni pole) v dané prostorové oblasti, coz
vede k mnohonasobnym prekryvanim a zmatku. Navic malé struktury, jako
tfeba viry, se mtiizou naopak v jinych mistech zobrazovat nedostate¢né. Cilem
je proto ziskat prijatelnéjsi metody.

Matematické pole budeme reprezentovat pomoci toku. Necht je dano vek-
torové pole v : QO x Ry — R" pro néjakou oblast  C R™. Potom odpovidajici
tok ¢ : Q x Ry — R™ je popsan systémem obydejnjch diferencidlnich rovnic

at¢(xv t) = U(QS(‘T’ t)? t)

za pocateéni podminky ¢(z,0) = x.

Draha samostatné castice nam vsak jen velmi malo fekne o celkovém
charakteru toku. Proto se mtzeme ptat po né€jakém lepSim modelu, ktery
by reprezentoval tok globalné na celé zkoumané oblasti. Ukazeme si dva od-
lisné pristupy k moznému feSeni tohoto diilezitého problému zpracovavani
vektorovych poli. Oba pristupy jsou zalozeny na feSeni vhodného systému
parcialné diferencialnich rovnic (PDE).

Nejprve miizeme fesit samotné rovnice proudéni pro vhodné pocatecni a
okrajové podminky. Tak explicitné vypocitdme Lagrangianovy obecné sou-
fadnice (typicky poloha a ¢as) vzhledem ke vhodnému snimku. To je ovSem
mozné chapat jako texturovou mapu, kterd prekryva danou oblast svym vzo-
rem a byla predepsana na odpovidajici oblasti ptisobnosti. Mame-li problém
toku pocitat v podobé pritoku u hranic oblasti, mtzeme zvolit souradnice
jakozto prirozené souradnice snimku. To tedy znamend, ze metoda miize byt
interpretovana jako soucasné sledovani vSech bodt na vstupu do oblasti a
studovani jejich vyvoje v ¢ase. Numericky vlastné fesime zakladni hyperbo-
licky transportni problém s ohledem na danou rychlost. Tento pfistup lze
zvlasté vyhodné pouzit na v c¢ase se ménici pole rychlosti, kde se vlastné ve
skutecnosti popisuje geometrie drahy castic. Texturové mapovani je v case
spojité a tudiz umoznuje animaci.

Vedle toho vSsak mtzeme hledat metodu, kterd by ,rozprostfela“ proud-
nice do hrubého obrazce, podle pfidruzeného vektorového pole v(x,t) pro
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dany pevny cas t. Dobrou vlastnosti by byla moznost postupné zvysSovat
,drsnost“ tohoto obrazce, vzoru. Metody, které jsou zaloZeny na takovém
zvyraznéni jistych struktur obrazku jsou dobfe znamé v oboru zpracovani a
analyza obrazu. Skutecné, nelinearni rozptyl umoziuje vyhlazovani Sedych
nebo barevnych obrazkt pri zachovani nebo zvyraznéni hran. Jestlize takovy
rozptyl se silnym vyhlazovanim podél proudnic a zvyraznénim hran v orto-
gonalnim sméru aplikujeme na néjaky zpocatku ndhodny Sumovy snimek,
miizeme postupné vytvaret ,drsnéjsi“ vzory, které budou charakterizovat
proudové pole v néjakém casovém okamziku. Na numerické feseni problému
rozptylu mizeme aplikovat metodu kone¢nych prvkii.

Nelinearni rozptyl pfidruZzeny k vektorovému poli

V této metodé umoznuje nelinearni anizotropni rozptyl aplikovany na néjaky
pocatecni nahodny Sumovy obraz intuitivni a vérohodné zobrazeni slozitych
proudicich poli. Metoda je zaloZena na linearné integralni konvoluci, kdy na
snimku s bilym Sumem dochézi ke korelaci intenzit barev (stupiit Sedi) pravé
podél proudnic. Ukazuje se, Ze vhodnou volbou na konvolué¢ni jadro je jadro
Gaussovo. To je vsak ptfi vhodné Gpraveé zndmé jakozto zékladni feseni rovnice
tepla. To tedy znamena, Ze linearné integralni konvoluce neni nic jiného nez
feSeni tepelnych rovnic v jednodimenzionalnim prostoru na proudnici. Body
umisténé na ostatnich integralnich kfivkach tu nemaji primy vliv. Z toho
dtivodu je tloustka vysledného vzoru na obrazku pfi linedrné integralni kon-
voluci stejnd jako tloustka vzoru na pocateénim ndhodném obrazku (obvykle
jeden pixel). ZvySovéani této tloustky vSak vede k Sirokym pruhim a méné
ostrym prechodiim mezi zobrazenim proudnic. Metoda je tedy zaloZena na
diskrétnim pristupu k pixelim a mtzeme ji pokladat za diskrétni difuzni
proces podél proudnic.

Pokud se tesi spojity pripad rozptylu s podobnymi vlastnostmi, vede pro-
blém na anizotropicky rozptyl, ktery je fizen vhodnou rozptylovaci matici.

Ukazme si tedy zaklady nelineadrniho rozptylu pfi zpracovani obrazu. Uva-
7ujme funkci p : Ry x Q — R kterd fesi parabolicky problém

0 4v(A(Vp)Vp) = f(p). ma RY x

ot
10<0a ) = po, Na Q
0
—p 0, na R x 0Q
ov

pro danou poc¢atecni intenzitu pg : 2 — [0, 1]
Veli¢ina p. = =, * p je ztlumeni dané hustoty, coz je nutné provést kvili uve-
denému parabolickému problému. V nasem piipadé interpretujeme hustotu



jako intenzitu obrazku — tj. skaldrni stupen $edi. ReSeni p(-) pak miizeme
pokladat jako tfidu snimkd {p(t)}iep+, kde Cas t slouzi jako parametr. Po-
znamenejme, Ze pii trividlni volbé A = 1 a f(p) = 0 obdrzime standartni
linearni rovnici tepla s izotropickym vyhlazovacim efektem. Pti zpracovavani
obrazu je py dané jako pocatecni obrazek, obsahujici nechtény sum. Rozptyl
je pak Tizen gradientem intenzity obrazku. Velké gradienty vyznacuji hrany
a okraje, které maji byt zvyraznény. Naopak malé hodnoty gradientu signali-
zuji oblasti s piiblizné stejnou intenzitou. Pro ,,vyhlazeni“ Sumu predepiseme
rozptylovy koeficient
A=G([Vel])

kde G : Rf — R™ je monotoni klesajici funkce s dlim G(g) =0aG(0) =0

kde 8 € R* je konstanta (obr. 1.4). (napf. G(d) = ﬁ)

Jestlize bychom v argumentu funkce GG’ nahradili zt{umen}’f gradient Vp.
gradientem ptivodnim Vp, obdrzeli bychom parabolicky problém v oblastech
vysokych gradientl, ktery uz neni dale dobie feSitelny. Ztlumenim se vy-
hneme tomuto nedostatku a dostaneme se k zadanému vyhlazovacimu efektu.
Nicméné pro zvyraznéni strmych gradienti a tim i hran v obrazku, musime
tlumeni =, volit opatrné, aby nedoslo k velkym odliSnostem od piivodniho
obrazku. Obrazek 1.5 ukazuje vyhlazeni obrazku a zvyraznéni hran praveé po-
moci nelinedrniho rozptylu. Funkce f(-) navic koriguje vyhlazovani tak, aby
se konecny snimek pfilis nelisil od pocatec¢niho. Lze ji volit napriklad jako
f(p) =~(po — p), kde ~ je kladna konstanta (Obr. 1.7).

i
Gid)

d

Obrazek 1.4: Tvar funkce G(-), kterd predepisuje difuzni koeficient

Nyni prejdeme k anizotropnimu rozptylu. Pro dané vektorové pole v :
0 — R"™ uvazujme linearni rozptyl ve sméru vektorového pole i rozptyl ve
sméru k nému kolmém. Predpokladejme, Ze v je spojité a nenulové na (2. Pak
ale existuje tfida spojitych ortogonalnich transformaci B(v) : @ — SO(n)
takové, ze B(v)v = eg, kde {e;}i—0.n—1 je standartni baze v R™ (Obr. 1.6).
Uvazujme rozptylovou matici

A = A(v,Vp.) a definujme
A(U,d) —_ B(U)T <O‘<HUH) G(d)) B(U)
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Obrazek 1.5: Sumovy obrazek vlevo lze pomoci linearni diftize vyhladit a
zvyraznit mu hrany

kde o : R* — R™ ¥di linedrni rozptyl ve sméru v tj. rozptyl podél
proudnice a vySe zminény koeficient G(-) ¥idi rozptyl v ortogonalnim sméru.
Funkei a(+) zvolime monoténé (Obr. 1.7) tak, ze

a(0) >0 alim a(s) = amax

S§— 00

- "‘L S

Obrazek 1.6: Soufadnicova transformace B(v)

a(r) flp)

Dmax /\
T
" MS s
| .

Obrazek 1.7: Graf funkce pro linearni diftizi a(-) a funkce udrzujici ptvodni
vzhled obrazku

Pro takto navrzeny rozptyl nema smysl udavat néjaky konkrétni pocatecni
obraz. Za py zvolime néjaky nahodny Sum urcitého frekvencniho rozsahu.
7 toho divodu se vzorky z ptvodniho obrazku ,rozméaznou“ po proudu i
proti proudu pole, zatimco tecné okraje k témto vzorkim se zvyrazni. Pro
casovou animaci je jesté nutné v pribéhu vyvoje udrzovat kontrast snimku,
nebot dochézi k jeho snizovani. Je proto vhodné volit funkei f : [0,1] — RT
(Obr. 1.7). kdy

f(0)= f(1)=0,f >0na (0.5;1) a f <0 na (0;0.5)
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Shrnutim predchozich tvah tedy dostaneme rovnici

0 .

g~ dv(A@W, Ve )Vp) = f(p)

kde jako pocatecni snimek volime ndhodny Sum py a vypoctem obdrzime
snimek zobrazujici dané vektorové pole pfijatelné a intuitivné. (Obr. 1.8 a
Obr. 1.9)

Obrazek 1.8: Vizualizace proudéni kolem valcové prekazky metodou anizot-
ropické diftze.

Obrazek 1.9: Neékolik ¢asovych kroki vyvoje od sumového obrazku ke konec-
nému snimku (proudéni ve 2D).

1.3 Vizualizace kfivek s volnou hranici
Rovnici popisujici dynamiku anizotropnich kiivek lze zapsat jako
O{(Q)’UF = g(e)ﬁ - Fv
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kde vr = vp(x,t) je normalova rychlost a x(x,t) znamend kiivost v bodé x
kiivky ['(t) v ¢ase t. Pfedpokladejme oblast ,(t) C R? reprezentujici pevnou
latku a €;(t) C R? reprezentujici kapalnou latku v ¢ase t. Fazové rozhrani
['(t) = 0Qs(t) N O (t) méa potom tvar kiivky. Pokud nr bude oznacovat
vnéjsi normalu €, je kK = divnr a vpr = —or - nr. Proménna # znamena
tthel mezi nr a osou x1. Uhel § je z néjakého intervalu v R. Kladné funkce
a, g, F jsou dany povahou materialu. Je-li F' = const, pak reprezentuje ridici
silu timérnou rozdilu termodynamickycjh potencialti obou fazi. V ptipadé, ze
g =1, a = const je pohyb izotropicky.

Ziskdme-li numerickym vypoc¢tem vyvoj kiivky v réiznych ¢asovych hla-
dinach, 1ze ji zobrazit ne€kolika zpiisoby. Prosté zobrazeni jednotlivych bodt
nam sice podé intuitivni predstavu, avSak nikterak valnou (zvlasté v ptipadé
kdy méme mélo bodt). Daleko lepsi vysledek dostaneme, pokud pouZijeme
néjaky druh interpolace nebo aproximace.

Parametrickou kiivku mtzeme obecné vyjadrit ve tvaru:

Q) =>_t"Xy, kde X € R?

k=0

Neznamé koeficienty urc¢ime pomoci 7idicich bodi a vektori. Definujeme tak
vlastné body, kde ma ktivka prochéazet, nebo jaky smér ma mit tecna v daném
bodé.

Patrné nejvhodnéjsi a hojné pouzivané kfivky na interpolaci (aproximaci)
jsou kiivky tfetiho stupné tj. Kubiky

z(t) = a;t® +b,t* + ¢t +d,
y(t) = a,t® +b,t* +c,t +d,
2(t) = at’ +b >+t +d,

Oznacime-li vektor Q(t) = (z(t) y(t) z(t)) a koeficienty vlozime do matice

Ay Gy a

oo |t bk
Cx Cy C
d, d, d.

mizeme napsat

QY= 1rt1)-C=Tk)-C

Konstantni matici C' miizeme rozepsat do soucinu

C = MG,
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kde matice M je typu 4 X 4 a nazyva se bdzovd matice. Ctyfprvkovy vektor
G reprezentuje vliv vnéjsich parametri. Obsahuje fidici body, tecné vektory
atp. Vysledny vypocet kiivky pak probiha podle vztahu

mi1r Miaz2 M3 Mg G
Q(t) = (t3 2+ 1) - Ma1 Mz M2z Mg | G
mg1 M3z M3z M3y Gs
Mg My M43 Mgy Gy

1.3.1 Fergusonovy kubiky

Vzhledem k tomu, ze potfebujeme kiivku interpolovat, bude vyhodné pouzit

napiiklad Fergusonovy kubiky (1964 J. C. Ferguson). Tyto kfivky jsou uréeny

dvéma body Fp, P, a dvéma tecnymi vektory Pj a P| v nich. Body Py, P, ur-

¢uji polohu k¥ivky (kfivka jimi prochézi). Smér a velikost vektori pak urcuje

miru jejiho vyklenuti. Cim je velikost vektoru vétsi, tim vice se k nému kiivka

primyké. Jsou-li oba vektory nulové, kiivka degeneruje na tsecku FyP;.
Ptedpis pro vypocet Fergusonovy kubiky ma tvar:

2 -2 1 1 P,

s |3 3 -2 -1 [PR
QU= g o 1 o P
1 0 0 0 P

Rozepiseme-li jednotlivé slozky, dostaneme:
Q(t) = RyFy(t) + PiEy(t) + PyFs(t) + PiE(1),

kde Fi, Fs, F3, Fy jsou kubické Hermitovskée polynomy tvaru:

Fi(t) = 263 —-3t2 +1,
Fy(t) = =283+ 312,
Fy(t) = t* =2 4t
Ft) = 2=+

Pro hodnoty ¢ = 0 resp. t = 1 prochazi kiivka body Fy resp. P;.

Nejvétsi prednost Fergusonovych kfivek se projevi pfi jejich navazovani.
Spojitost dvou kubik docilime totoznosti posledniho bodu kiivky @), a prv-
niho bodu kiivky Q. Spojitost C! zaru¢ime stejnymi avsak opac¢né orientova-
nymi vektory ve spojovacim uzlu. Slabsi spojitost G (geometrickou) zisdme
zajisténim linearni zavislosti téchto dvou vektorti.
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1.3.2 Kochanek-Bartels

Pro interpolaci nasi krivky je nyni potfeba urcit zptisob, jakym budeme poci-
tat smérové vektory v navazujicich uzlech. Mizeme pouzit algoritmus autort
Kochanek-Bartels, ktery je zalozen na Fergusonovych kubikach. Vstupem je
posloupnost interpolovanych bodt P; a pro kazdy bod také tii koedicienty
a;, b;, c;. Ty urcuji chovani kiivky v okoli prislusného bodu. Te¢né vektory
v i-tém bodé a ¢ + 1-nim bodé interpolované posloupnosti se ziskaji podle
vztahu:

P - (17ai)(1;bi)(l+ci) (Pz _ Pi—l) + (1fa¢)(1;bi)(lfci) (Pi+1 i B)

7

Pi,+1 _ (1_ai+1)(1+gi+l)(1_ci+1)(Pi _ Piq) + (1—ai+1)(1—gi+1)(1+cz'+1)(le _ pl)

Vyznam koeficienti je nasledujici:
e a; — urcCuje, jak ostie kfivka v bodé P; ,zataci”
e b, — urcuje Sikmost kiivky

e ¢; — 1idi jeji spojitost

1.3.3 Program Myvis

Program Myvis byl vytvoren za ticelem zobrazeni vyvoje kiivek s volnou hra-
nici. Hlavnim pozadavkem byla automatickd tvorba animace, ze souboru
vstupnich dat, které byly ziskany pifimym numerickym vypoctem. Dale moz-
nost uzivatelského rozhrani, které by umoznovalo prehravat a zastavovat ani-
maci, posouvat jednotlivé snimky a umoznit pfehravani ve smycce. Vzhledem
k tomu, ze numerické vypocty probihaly na vypocetnich stanicich se systé-
mem UNIXového typu, byl navic pridan pozadavek pro standartni rozhrani
X-windows.

Program je implementovan v knihovné GTK widget library v systému Li-
nux. Ta je volné dostupna v riznych distribucich linuxu, nebo volné stazitelna
z Internetu. Existuje dokonce i verze pro operacni systém MS-Window.

Program nacte datovy soubor, ktery ma nasledujici format.

# Time level T = .00000
1.51730 1.51730
1.50750 1.52230
1.51730 1.51730
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# Time level T = .00800
1.69837 1.50288
1.69837 1.49712
1.68973 1.48962

Obsahuje tedy jednotlivé ¢asové hladiny a v nich prislusné body kiivky. Pocet
bodti miize byt v kazdé hladiné rtizny. Radky obsahujici pouze znak <enter>
jsou ignorovany. Pripadné chyby v datech zatim program neumi rozpoznat.
Program je vidét na obrazku 1.10.

= | Mvis — Curve animation player| = [ 53
File | Options Help ‘
| Open CH+O

Save Ci+&

Quit  Civ@

[ ] ]
Time Level  0.058 Cyc\e|<<| |<‘ >|Smp| >|‘>>

Obrazek 1.10: Ukazka grafického rozhrani programu Mvis
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Kapitola 2

Vizualizac¢ni programy

2.1 Matlab

Programovy systém MATLAB (produkt firmy MathWorks) se stal velmi ob-
libenym a mnohde dostacujicim nastrojem pro védecké a inzenyrské vypo-
¢ty. Implementuje zakladni algoritmy pro operaci s ¢isly, funkcemi, mati-
cemi a vektory, které jsou stézejni pro piiklady z praxe. Asi nejvétsi vy-
hodou systému je to, ze je navrzen dosti obecné a promyslené, coz se od-
rézi v jeho snadné rozsifitelnost o doplikové baliky (tzv. toolboxy), které se
hodi pro konkrétnéjsi tlohy. Ptikladem takového toolboxu mtize byt tieba
znamé nadstavba SIMULINK, umoznujici zobrazovat schémata elektronic-
kyrch obvodill s moznosti simulace vypoctu. Tvorbou takovych balikt se za-
byva spousta védeckych tymi; znacnou c¢ast lze nalézt a stdhnout primo z In-
ternetu (www.mathworks.com). Obecnost systému vSak prinési i jisté nega-
tivni vlastnosti, jako je mensi pfesnost a rychlost vypoc¢tu daného problému.
Proto stale plati, ze pro konkrétni lohu je algoritmus vypoctu implemento-
vany tieba v C++ rychlejsi a presnéjsi, nez pii pouziti obecnéjsiho vypocet-
niho jadra MATLABu. Na druhé strané je pravdou, ze nové verze MATLABu
maji své jadro jiz velmi dobfe optimalizované, a protoze MATLAB nabizi uzi-
vateli komfort v podobé jednoduché syntaxe a prehledné ONLINE napovédy,
mnoho uzivatelti dava prednost praveé jemu. MATLAB vsak neslouzi jen pro
vypocty, ale i pro vizualizaci vysledkil a jejich grafickou prezentaci s moznosti
konverze do grafickych formata a tisku.

2.1.1 Grafika a prezentace

Grafika v MATLABu umoznuje snadné zobrazeni a prezentaci ziskanych vy-
sledkt. Je mozné vykreslit rizné druhy grafii: dvourozmérné, t¥irozmérné,
histogramy, apod. MATLAB také umoznuje otevrit vice oken pro zobrazeni
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grafii najednou nebo zobrazit vice grafti v jednom okné. Pro pokrocilé uziva-
tele je urceno stinovani tfirozmérnych grafi s urcenim zdroje dopadajiciho
svétla, animace t¥irozmérnych grafti, zobrazeni kontur a mnoho dalsich grafic-
kych funkei. Vétsinu téchto efektt je mozné docilit jednim nebo nékolikaméalo
piikazy a jejich vykresleni je rychlé diky pouzitému algoritmu Z-buffer. Ob-
razky v grafickych oknech MATLABu navic nejsou statické. Kazdy jiz nakres-
leny objekt ma pfirazen identifikator, jehoz prostrednictvim je mozné meénit
vlastnosti objektu a tim i jeho vzhled. Tento graficky systém, nazvany Han-
dle Graphics, umoznuje vytvorit v okné také ovladaci prvky (tlacitka apod.)
a vytvorit tak graficky ovladané uzivatelské rozhrani. Je zde k dispozici i na-
stroj pro vytvoreni uzivatelského rozhrani interaktivné, beznutnosti progra-
movani. MATLAB déle podstatné rozsifuje moznosti prace s trojrozmérnymi
objekty vcetné novych technik nasvitu, stinovani a perspektivnich zobrazeni
objekti. Vysoka kvalita zobrazeni je zajisténa pouzitim 24-bitovych barev.

Nyni nasleduje stru¢ny piehled nejpouzivanéjsich funkci pro zobrazeni
dat, nebotf kompletni seznam funkci by zabral pfili§ mnoho mista a lze na-
lézt, jak jiz bylo zminéno, v ONLINE napovédé (piikazem helpwin nebo
helpdesk).

2.1.2 Prehled funkci pro 2D i 3D grafiku
A Dvojdimenzionalni grafy
e plot(xl,yl,...)

— zobrazi jednotlivé body nebo seznamy bodu (v podobé vektori x
ay)

— v argumentu funkce lze také uvézt retétec na upiesnéni stylu vy-
kreslovani naptiklad ’:ir” pro teckovany cerveny(red) vystup

— podobné funkce jsou téz loglog, semilogx, semilogy které vy-
kresluji stejné ovsem na logaritmickych stupnicich.

e polar(theta,rho,...)
— vykresluje body v polarnich soutadnicich
e axis(xmin, ymin,xmax,ymax)

— nastavuje rozmezi soufadnych os

— lze volat jako dvojslovo napiiklad axis equal pro stejnd méritka
os (kruznice vypada skuteéné jako kruznice a ne elipsa)

17



zoom(factor) — pfiblizuje nebo oddaluje graf nebo povoluje/zakazuje
zoomovani obrazku (zoom on, zoom off)

grid on/off — nakresli do grafu miizku

box on/off — uzavie graf do obdelniku (tj. nakresli i horni a pravou
osu)

hold on/off — nakresleny graf nebude néasledujicim volanim plot pfe-
kreslen

title, legend, xlabel, ylabel — umoznuji vlozit titulek, legendu
(pro vice funkci v jednom grafu), nézvy os grafu

plotedit on/off — pripoji uzivatelské ovladaci prvky ke grafu

text, gtext — umoznuji vlozit textovy popisek na dané soutadnice
v grafu (v pfipadé gtext tam musi uzivatel ukézat mysi)

Trojdimenzionalni grafy

plot3 — zobrazuje body trojrozmérného prostoru podobné jako plot
o ve 2D

mesh(X,Y,Z,C) — zobrazuje barevnou 3D-sif definovanou ¢tyfmi mati-
cemi v argumentu; implicitné je C=Z7

surf — zobrazi trojrozmérné povrch(plochu) podobné jako mesh

— barvy jsou pouzity v zavislosti na nastavené colormap

— zaroven je pouzit stinovaci model prikazu shading
surfl — jako surf ale zaroven nasvécuje
fi11(X,Y,Z,C)

— vyplni mnohothelnik(ve 3D) podle specifikované barvy(v kazdém
bodé)

— je-li potieba, tak se posledni bod automaticky doplni na prvni
vrchol

colormap barevmodel — nastavuje barevny model

— moznosti jsou: hsv, hot, gray, bone, copper, pink, white,
flag, lines, colorcube, vga, jet, prism, cool, autumn,
spring, winter, summer
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caxis (V) — nastavuje meétitko ,barevné* osy

— V je dvojprvkovy vektor [cmin, cmax]
— cmin a cmax odpovidaji ¢islim barev v colormap

— parametrem ’auto’ se vratime k ptivodnimu nastaveni
shading typ — nastavuje typ stinovani ( falt, interp, faceted)

hidden on/off — pii pouziti mesh kresli sif prtihlednou, nebo nepri-
hlednou

brighten(value) — zesvétluje, nebo ztmavuje paletu

— ztmaveni —1 < value < 0

— zesvétleni 0 < value < 1

lighting typ — nastavuje typ osvétlovaciho modelu ( flat, gourad,
phong, none)

material typ — nastavuje vlastnost materialu (shiny, dull, metal)

specular, diffuse, surfnorm — vraceji odrazovou slozku svétla, di-
fuzni slozku, nebo normalu povrchu

vrml(h, filename) —exportuje graficky vystup(handle h) do souboru
(filename) ve formatu VRML 2.0

déle lze scénu otécet, volit kamery, umistovat svétla, tisknou, atd.; tyto
ptikazy je ale lepsi vyhledat pfimo v ndpovédé (helpwin)

Specialni grafy
area(z,y) — vykresli vyplnénou plochu tvorenou seznamy bodi(z,y)

bar(z,y) — vykresli vertikdlni obdelniky specifikované v monotonim
seznamu bodi z a v seznamu bodiy

barh — jako bar ale horizontalné

bar3, bar3h — podobné€ ale graf je 3D; parametrem width 1ze nastavit
sitku , kvadru“

comet,comet3 (z,y) — vykresluji animaci drahy

errorbar(z,y, l,u) — vykresluje specielni typ grafu pro zobrazeni od-
chylek <y + 1Ly —u >
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ezplot (f) — rychlé a jednoduché vykresleni funkce jedné realné pro-
ménné f = f(z) ; parametr je string (napf. ’sin’)

— lze uvést i parametr [a,b] jako interval vykresleni
ezpolar — jako ezplot ale polarni souradnice
feather (u,v) — vykresluje vektory rychlosti

— parametr u representuje thly Sipek od horizontalni osy, v délku
sipek na horizontalni ose

fplot(fce, lim) — podobné jako ezplot

hist,pareto — vykresluje histogram resp. sloupecky sefazené do kle-
sajiciho poradi

pie, pie3 (z) — vykresluje kolac¢ové grafy podle parametrt x; rozdéli
podle celkového souctu

plotmatrix (z, y) — vykresluje rozptylovou matici; neni-li z zadano,
kresli plotmatrix(y,y)

ribbon (z,y) — podobné jako plot, ale kresli ,stuhu®“ ve 3D; lze na-
stavit sitku stuhy

stem (z,y), stem3 — vykresluje diskrétni hodnoty y na z v podobé
¢ar z bodu [x,0] do bodu [x,y], kde je navic jesté kolecko; parametr z
lze vynechat; stem3 pro 3D verzi

stair (z,y) — schodovity graf podobné jako stuptovité funkce
contour (z) — kresli vrstevnice funkce z na urcitych hladinach
contourf — jako contour ale jesté vybarvené

contour3 - opét jako contour ale ve 3D; vrstevnice jsou kresleny na
své odpovidajici hladiné

clabel (ecs,h) —k vrstevnicim vypise i jeji vysku; cs je vlastni funkce,
h je handle na graficky objekt

quiver (z,y,w,v), quiver3 - vykresli vektory rychlostiv z, yo sloz-
kach u,v ; quiver3 je 3D verze

meshc — kombinace contour a mesh
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e meshz — mesh s postrannimi sténami

e slice (z,y,2,v,sz,sy,sz) — zobrazeni funkce z [z,y,z] — R ,po
fezech® (sz,sy,sz)

e surfc — kombinace contour a surf

e trisurf (tri,z,y,2z,c) — vykresluje funkci dvou proménnych jako
surf, ale na vlastni triangulacni siti; ¢r7 je matice M x 3, fadky obsahuji
indexy do z,y a z obsahuje hodnoty, ¢ pripadné jesté barvy

e trimesh (tri,z,y,2z,c) — jako predchozi, ale kresli pouze sit, ne po-
vrch

e waterfall — stejné jako mesh, ale sloupcové ¢ary se nevykresluji

e image (C), imagec — zobrazi matici C jako obdelnikovy obrazek; je-li
C typu M x N hleda se hodnota v Colormap podle hodnoty matice;
je-li C' typu M x N x 3 interpretuji se t1i slozky jako RGB

2.2 Systém Grape

Systém GRAPE byva ptrekladan svymi autory (Grape team — Institut fiir
Angewande Mathematik Universitéit Freiburg) jako GRAphics Programming
Environment. Tedy programovaci prostiedi pro grafiku. Jedna se o systém
umoznujici zobrazovani geometrickych, matematicky popsanych objektti a
dalsich technickych tvari. Pravé proto se uplatiiuje i ve védecké vizualizaci.

Systém je uz od samého jadra objektové navrzen a nabizi tak moznost
vytvaret tfidy se svymi metodami, rozsifovat je a meénit podle vlastnich
predstav. Ve zajistuji zabudované mechanizmy dédi¢nosti (inheritance), na-
vzdory tomu, Ze je systém naprogramovan v jazyku C. Knihovna ttid se
sklada ze t¥id pro geometrické objekty jako kiivky (curves), povrchy (surfa-
ces), objemy (volumes) a z jejich podtiid, které obsahuji dodate¢né informace
jako funkce pro metodu konec¢nych prvki, informace o zjemnéni sité a popis
funkci. Objekty lze kombinovat spolu s dalsimi; statické tfidy mohou byt
pouzity ve tiidach ¢asové zavislych pro dynamicky popis systému. Prikladem
toho mutze byt tieba transformace kiivky v Case, na cCase zavislé vektorové
pole aj. Objekty mohou byt vSak i ¢isté geometrického charakteru nebo to
mohou byt instance tiid pro uzivatelské rozhrani, ovladaci prvky atp.

V systému jsou zahrnuty algoritmy na vypocet parametricky definova-
nych krivek a objektl, na vypocet minimalnich povrchi a H-povrchi. Dale
algoritmy pro vyvoj kiivek a povrchii v prostoru, algoritmy fesici obycejné
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unamic method

Grraf ik labor Uni Bonn

Obrazek 2.1: Grafické okno GRAPEu s ovladacim panelem

i parcialni diferencialni rovnice a dalsi funkce umoznujici pracovat s objekty
v Euklidovskych, sférickych ¢i hyperbolickych prostorech. Nedilnou soucasti
je 1 moznost vyhodnocovat funkce konec¢nych prvki.

Samotny vizualizér GRAPEu se pak sklada z okna pro graficky vystup a
z ovladaciho panelu s rtiznymi vrstvami. Standartni vrstvy jsou uréeny pro
osvétleni a zmény vlastnosti scény, pro transformace, pohyb kamer a ani-
maci. Uzivatel si ma moznost definovat dalsi vlastni vrstvy (max. 6), umoz-
nujici interaktivné ménit potrebna data. V systému je jesté implementovan
mechanizmus spravy projekti, kterd umoznuje jednoduse organizovat praci
a zvysuje modularitu, podobné jako moznost dodavat dynamické knihovny
u konkurencnich systému.

Priehled existujicich projektt ve verzi 5.3

Amandus: Pocita na parametru zavisly miniméalni povrch zadaného Weier-
strassovskou reprezentaci

Build: Tvorba povrchlt pro ¢asové proménnou triangulaci z makro plati
(macro patches); data se ¢tou ze souboru, ktery lze editovat interak-
tivné

Clippping: dokumentace nebyla k dispozici
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Curve: Pocita na parametru zavislé kiivky z zadaného souboru

Diri: Kombinuje Build, Refine a Dual na prostfedi pro poc¢itani minimalniho
povrchu a jeho sdruzené struktury

Dual: Dirichlettiv minimalizator opét pro tlohy s minimalnim povrchem;
Pocatecni triangulaci 1ze vytvorit v Build nebo Fxplicit

Explicit: Pocita povrch (zavisly na parametru); popis povrchu je opét v da-
tovém souboru

Grid_Edit: dokumentace nebyla k dispozici
House: Demonstrac¢ni program
Image: Vnitini projekt pouzivany projektem RGB Video

Model: Transformace geometrie — fyzicka, oproti transformacim scény v sur-
face menu

Move_Trace, Probe: dokumentace nebyla k dispozici
Refine: Interaktivni zjemnovani sité

RGBVideo: Projekt na tvorbu bitmapovych soubori a video sekvenci. Za-
tim je k dispozici na stanicich typu IRIS GL.

Scene_Tree: Prohlize¢ hierarchické struktury dat, uzitecny pro rozsahlé hi-
erarchie dat.

Surface: Zakladni projekt pro praci s parametricky zavislymi povrchy; pa-
rametry se ¢tou z popisoujiciho souboru

Time Object: Zakladni projekt pro praci s geometrickymi objekty; para-
metry se ¢tou ze souboru

Tr2d_Edit: dokumentace nebyla k dispozici

2.3 Balik Elemvis

P1i pouzivani systémi pro vizualizaci a prezentaci matematickych dat casto
nastane situace, kdy je potfeba vystup provést nikoliv na obrazovku pocitace
nebo obrazkovy soubor, ale na fyzické médium, coz byva vétsinou papir nebo
prithledné igelitové folie. Moznost tisknout obrazova data dnes musi nabizet
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snad kazdy program pro vizualizaci a prezentaci, ktery obsahuje uzivatel-
ské rozhrani. Programy tedy funguji tak, ze uzivatel si zvoli bud vystup na
tiskarnu nebo export do obrazkového souboru. Zatazeni takovych vystupt
napft. do publikaci pak mize pfinaset problémy.

Matematicko-graficka prezentace dat je vétsinou spojena se sazbou rovnic,
proto se ve vétsiné odbornych publikaci pouziva profesionalni sazeci systém
TEX. Vystupem programu je soubor *.dvi (DeVice Independent — nezavisly
na zafizeni) ktery se jesté vétsinou prevadi do formatu PostScript. (*.ps)
Bylo by tudiz nadmiru vyhodné, kdyby existoval program, ktery umi graficka
data zobrazovat piimo do PostScriptu, nebot je tento formét podporovéan
vétsinou tiskaren a je mozné PostScriptové soubory jednoduse zaclenovat do
publikaci. Balik Elemvis nabizi pravé tuto moznost.

EA

1.4-.

1z

=
a6 -

a4 -

= l

—E

Obrazek 2.2: Ukazka vystupu baliku Elemvis

Elemvis je vizualiza¢ni nastroj vyvinuty na Matematicko-fyzikalni fakulté
Univerzity Karlovy. (viz [6]) Je navrzen na vizualizaci dat obdrzenych pomoci
metody koneénych prvki. Data jsou aplikovana v triangulacni sit a to cen-
tralné na kazdy element. Vstupem jednotlivych programt je konfigurac¢ni
soubor *.cfg. Elemvis umoznuje zobrazeni triangulacni sité, izocar, vekto-
rového pole (Sipky); je zde i program na vytvoreni vlastni barevné palety. Je
samoziejmé mozné jednotlivé zobrazovani kombinovat.

Balik je psan v jazyce Fortran77, autor poskytuje zdrojovy kéd. Ke kom-
pilaci jsou potfeba knihovny PGPLOT a standartni X-Windows.

Datové soubory

Triangulaéni sit musi byt uloZena v souboru trig. Tam jsou uloZeny
tyto informace: celkovy pocet bodi nPoints, pocet elementii nElem, po-
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zice uzli x(i) a y(i) spolu s indexy vrcholi kazdého elementu (in(i,1)
in(i,2) in(i,3)), kde in(4,j) znadi index j-tého vrcholu i-tého elementu
(j=1,...,3). Veli¢iny x(i) y(i) jsou realné (typ real), ostatni jsou celoci-
selné (typ int). UlozZeni v souboru je nasledujici:

nPoints
nElem
x(1) y(»

}.c (nElem) y(nElem)
in(1,1) in(1,2) in(1,3)

in(nElem,1) in(nElem,2) in(nElem,3)

Skalarni hodnoty (na jednotlivych elementech) jsou v souboru value, ktery
obsahuje realné (real) hodnoty v kazdém elementu.

nElem
value(1)

value (nElem)

Vektorové veli€iny (vektor o slozkich u a v) jsou uloZeny v souboru uANDv.
Ten je tvaru:

nElem
u(l) v(1)

u(nElem) v(nElem)

Soubor s barevnou paletou jménem basepal obsahuje poc¢et barev nBase
(typ int) a jednotlivé barevné slozky RGB r(i) g(i) b(i) kazda v intervalu
<051 >.

nBase
r(1) g(1) b(1)

r(nBase) g(nBase) b(nBase)
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Konfiguraéni soubory pro jednotlivé programy

Konfiguracni soubory kazdé utility obsahuji fadky s ¢isly, coz jsou parametry.
Struktura (tj. pofadi parametrii) je pevné dana, ovSem bohuzel pro kazdy
program jina, a tak je lepsi mit pro kazdy program jeden konfiguracni soubor
a hodnoty jen ménit (nemazat!). Konfigura¢ni soubory jsou v instalaci baliku
zahrnuty a zdokumentovany. V kazdém lze nastavit vyfez a jméno souboru
pro vystup do PostScriptu.

Seznam programii:

mesh — kresli triangulacni sit

valel — kresli skalarni hodnoty; v souboru valel.cfg lze nastavit i rozsah
funkc¢nich hodnot v barevné paleté

isol — kresli izo¢ary; v souboru isol.cfg se nastavuje interval mezi soused-
nimi hladinami a jedna pocatecni hladina

cbsipky — kresli vektory v podobé Sipek (¢ernobile); v souboru cbsipky.cfg
se nastavuje relativni vdalenost mezi Sipeckami a relativni velikost Si-
pecek

sipky — kresli vektory barevné (v zavislosti na normé); nastavuje se navic
rozsah palety jinak jako u cbsipky

colisol — barevni varianta isol
elem+mesh — kombinuje mesh a valel

vytvorpaletu — vytvoii barevnou paletu (256 barev) interpolaci z barev
uvedené v souboru basepal; napiiklad pro cernobily prechod se ve
basepal uvedou 2 barvy (0 0 0) a (1 1 1) vysledek bude v souboru
paleta

2.4 Albert

Programovy balik ALBERT vyvijeny na Némecké univerzité ve Freiburgu

(htt://www.mathematik.uni-freiburg.de/IAM/ALBERT) je uréen pro nu-
merické vypocty parcidlnich diferencialnich rovnic. Jedna se o knihovny na-
psané v jazyce C, které implementuji zdkladni vypocetni operace pro uvedeny
typ rovnic. Vypocty jsou zaloZené na metodé koneénych prvka (FEM) a tu-
diz lze odtusit, ze balik klade diiraz na implementaci algoritmt pro operace
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s kryci siti (tzv. mesh). Jsou zde metody pro tvorbu, zjemtiovani(refinement)
i snizeni po¢tu prvki v siti(coarsening). Proces zjemtiovani lze provadét lo-
kalné a ,Fizené“ tj. pii vypoctu je mozné provadét ,odhad“ pro dalsi zjemnéni
a to pouze v oblastech, kde je to nezbytné nutné. Vypocty lze samoziejmé
aplikovat ve dvou i tfech dimenzich; 1ze tvorit sité triangulac¢ni, obdelnikové,
simplexové. Pro zjemnéni lze uzit rekurzivnich déleni. Sit je mozné nadcist
z vedlejsiho souboru, ktery je v obycejném textovém formatu.

Jak bylo zminéno vyse, jedna se o knihovny funkci. Autofi si nekladli za cil
vytvorit program podobny tfeba MATLABu. V prvé fadé slo o implementaci
metod pro rychly a presny vypocet. Je tudiz zfejmé, Ze uzivatele baliku
ALBERT neceka objektova struktura, ani zadné uzivatelské rozhrani. Volaji
se tedy jednotlivé funkce, vSe je zaméfeno na maximalni rychlost a pfesnost.

Presto, ze je systém vytvoren primarné pro vypocty, jsou zde k dispo-
zici i zakladni funkce pro graficky vystup. Funkce se odkazuji na standartni
grafické rozhrani unixovych systémi(X-windows) a déle na funkce implemen-
tované rozhranim (GL/OpenGL), které je nyni jiz také de facto standartem.
Tato rozhrani lze v soucasné verzi pouzit pouze pro 2D grafiku. K zobrazeni
ve 3D lze vyuzit moznosti knihovny GLTOOLS
(http://www.wias-berlin.de/~gltools) nebo pouZit ,postprocessingovy
pristup”“ a data nejprve ulozit a k zobrazeni pouzit systém GRAPE, kde
trojdimenzionalni zobrazovani nechybi.

2.4.1 Funkce pro 2D grafiku
typedef void * GRAPH_WINDOW;

GRAPH_WINDOW graph_open_window(char *title, char (geometry,
REAL *world, MESH *mesh) ;
void graph_close_window (GRAPH_WINDOW win);

Parametry jsou:
title: nazev okna, v pripadé hodnoty nil je nastavena implicitni hodnota

geometry: urceni velikosti okna ve formatu X-windows “HxW” nebo
“HxW+X+Y?” je-li nil, uzije se vychozi velikost

world: soutadnice, urcujici ¢ast triangulacni oblasti, ktera se méa vykreslit
(xmin,xmax,ymin,ymax) je-li nil, uzije se bud mesh nebo se zobrazi
¢tverec [0, 1] x [0, 1]

mesh: nastavitelna triangulace(pokud je world rovno nil) viz. vyse; pokud
world i mesh jsou nil, pouzije se ¢tverec [0, 1] x [0, 1]

27



graph_open_window () vraci identifikator okna typu GRAPH_WINDQOW, ktery je
pak potreba v graph_close_window(); pokud nastane chyba, lze porovnavat
vracenou hodnotu s NO_WINDOW, coz je chybova konstanta:

const GRAPH_WINDOW NO_WINDOW;

Standartni barevné konstanty

typedef float GRAPH_RGBCOLOR[3]; // 0 <= red,green,blue <= 1

const GRAPH_RGBCOLOR rgb_black, rgb_white, rgb_red,
const GRAPH_RGBCOLOR rgb_green, rgb_blue, rgb_yellow;
const GRAPH_RGBCOLOR rgb_magenta, rgb_cyan, rgb_greyb0;

Pro ,vycisténi“ okna barvou c lze pouzit:
void graph_clear_window(GRAPH_WINDOW win,GRAPH_RGBCOLOR c);

Jako vychozi hodnota barvy je pouzita rgb_black.

Kresleni triangulace

Triangulacni sit 1ze vykreslit funkei:

void graph_mesh(GRAPH_WINDOW win,MESH *mesh,
GRAPH_RGBCOLOR c,FLAGS flag);

Parametry jsou:

win: grafické okno

mesh: triangulacni sit

c: barva — implicitné je nastavena na rgb_white
flag: atributy pro specielni vlastnosti vykresleni:

e GRAPH_MESH_BOUNDARY je-li nastaven, tak se vykresli jen okrajové
hrany, jinak vSechny; pokud je barva nil, kresli se Dirichletovské
okrajové hrany modie, Neumannovské cervené

e GRAPH_MESH_ELEMENT_MARK trojuhelniky oznacené pro zjemnéni
se vyplni ¢ervené, trojuhelniky oznacené pro zjednoduseni sité se
vyplni modfe, neoznacené se vyplni bilou barvou
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e GRAPH_MESH_VERTEX_DOF u kazdého vrcholu se pripise prvni stu-
pen volnosti (DOF)

e GRAPH_MESH_ELEMENT_INDEX napisou se indexy prvki; lze pouzit,
pokud se knihovna zkompilovala s parametrem USE_QOPENGL==0 a
EL_INDEX==

Funkce na zobrazeni izocdar

Kftivky dané datovou strukturou DOF_REAL_VEC (spojovy seznam bodi) lze
vykreslit pomoci:

void graph_levels(GRAPH_WINDOW win, DOF_REAL_VEC *v, int n,
REAL *levels, GRAPH_RGBCOLOR *c, int refine);

void graph_level (GRAPH_WINDOW win, DOF_REAL_VEC *v, REAL level,
GRAPH_RGBCOLOR c, int refine);

Rutinka graph_levels () se pouzije ke kresleni nasobnych izocar. Parametry
jsou:

win: grafické okno
v: DOF_REAL_VEC sktruktura obsahujici data funkce
n: pocet izocar pro kresleni

levels: REAL vektor rozméru n — hladiny, ve kterych se maji kreslit izocary;
je-li rovno nil, tak se vykresli n hladin rovnomérné rozdélenych mezi
maximem a minimem funkce

c: vektor barev pro kazdou izo¢aru(n); je-li nil, pouziji se implicitni hodnoty
(rgb_white)

refine: volitelny parametr pro zjemnéni na izocare. Izocary se vypocitavaji
pomoci linearni interpolace na vrcholech trojihelnika. Je-li refine> 0,
kazdy trojuhelnik se rekurzivné rozdéli na 47°**"¢ mensich trojihelnikt
a funkce se vyhodnoti ve vSech vrcholech téchto malych trojihelniki.
Je-li refine<0, pouzije se vychozi hodnota definovana ve
v—>admin->bas_fcts->degree-1.

Funkce graph_level () kresli samostatnou izoc¢aru na hladiné level barvou
¢ pii zjemnéni refine; piipady kdy c=nil nebo refine< 0 se Tesi stejné
jako v predchozi funkci.
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Zobrazeni skalarni funkce

Funkci 1ze zobrazit pomoci barevnych trojihelnikii.

void graph_values(GRAPH_WINDOW win, DOF_REAL_VEC *v,
int refine);

Hodnoty barvy jsou nastaveny impicitné; barva je rozdélena mezi maxima a
minima v

Zobrazeni vektorovych funkci

Podobné jako v predchozim pfipadé existuje navrh rutin pro zobrazeni vek-
torovych funkci. V soucasné dobé vsak jesté nejsou implementovany.

void graph_levels_d(GRAPH_WINDOW win, DOF_REAL_D_VEC *v, int n,
REAL *levels, GRAPH_RGBCOLOR *c, int refine);
void graph_level d(GRAPH_WINDOW win, DOF_REAL_D_VEC *v,
REAL level, GRAPH_RGBCOLOR c, int refine);
void graph_values_d(GRAPH_WINDOW win, DOF_REAL_D_VEC *v,
int refine);

Planuje se také zobrazeni pomoci Sipek pomoci rutiny:

void graph_vec(GRAPH_WINDOW win, DOF_REAL_D_VEC *v, REAL scale,
GRAPH_RGBCOLOR *c, int refine);

Zobrazeni po castech konstantnich funkci

Hodnoty funkci po ¢astech konstantnich, jako jsou lokalni odhady chyb, lze
zobrazit pomoci:

void graph_el_est(GRAPH_WINDOW win, MESH *mesh,
REAL (*get_el_est) (EL *el));

Parametry jsou:

win: grafické okno

mesh: triangulace

get_el_est: ukazatel na funkci, kterd vraci hodnotu jednoho prvku; tato
funkce je na elementu konstantni.
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2.4.2 Rozhrani GLTOOLS

Gltools lze pouzivat pro 2d i 3d triangulace pokud se konstanta DIM rovna
konstanté DIM_OF_WORLD. Definuje se néasledujici typ a funkce:

typedef voidx GLTOOLS_WINDOW;

GLTOOLS_WINDOW open_gltools_window(const char *, const char x*,
const REAL *, MESH *,int);

void close_gltools_window(GLTOOLS_WINDOW) ;

void gltools_mesh(GLTOOLS_WINDOW, MESH *, int);

void gltools_drv(GLTOOLS_WINDOW, const DOD_REAL_VEC *,

REAL, REAL);
void gltools_drv_d(GLTOOLS_WINDOW, const DOD_REAL_D_VEC *,
REAL, REAL);
void gltools_est(GLTOOLS_WINDOW, MESH *, REAL (%) (EL *),
REAL, REAL);

Popis:

e open_gltools_window(title, geometry, world, mesh, dialog)
— funkce vraci GLTOOLS_WINDOW které je otevieno pro vystup; v pii-
padé chyby vraci nil; title je Tetezec pro nazev okna, je-li nil, je
pouzit vychozi; geometry urcuje velikosti okna ve formatu X-windows
“HxW” nebo “HxW+X+Y” je-li nil, uzije se vychozi velikost; voli-
telny parametr world je ukazatel na pole svétovych soutadnic (xmin,
xmax, ymin, ymax) ve 2d a (xmin,xmax,ymin,ymax,zmin,zmax) ve 3d,
urcuje vyrtez oblasti sité zobrazované v okné. Pripad nil se fesi jako
u podobné funkce
graph_open_window na strané 27. Pouzije se bud mesh nebo vychozi
oblast [0, 1]°™; mesh je ukazatel na triangula¢ni sif; jsou-li oba world
i mesh nil, pouzije se oblast [0, 1]>™; hodnota dialog nastavuje, zda
(ne)bude zobrazovani v interaktivni médu — dialog=0 nebo jina hod-
nota
close_gltools_window(win) — uzavirad okno s parametrem, ktery byl
ziskan z predchozi funkce

e gltools_mesh(win,mesh,mark) — zobrazi v okné win sit mesh; je-li
mark nenulova, zobrazi se i pocastech konstantni funkce el->mark

e gltools_drv(win,u,min, max) — zobrazuje DOF_REAL_VEC u do gra-
fického okna win; min a max definuji rozsah funkce pro display, je-li
min > max je urcen automaticky
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e gltools_drv_d(win, ud, min,max) — zobrazuje DOF_REAL_D_VEC ud
do grafického okna win

e gltools_est(win,mesh, get_el_est, min,max) — zobrazuje v okné
win odhadovou chybu na mesh jako pocastech konstantni funkci pii-
stupnou pres get_el_est(); min a max definuji rozsah pro display, je-li
min > max, je urc¢en automaticky; lze pouzit pro libovolnou po ¢astech
konstantni funkci.

2.4.3 Rozhrani pro GRAPE

Data tykajici se geometrie sité a hodnot funkce lze zapsat do pomocného
souboru pomoci write_mesh[_xdr] () a funkce

write_dof_real[_d]_vec[_xdr] ()

a poté pouzit néjaky program vyuzivajici GRAPE pro zobrazeni sité mesh.
Pouziti zobrazovani H-mesh z GRAPE zatim neni jesté dostatecné odladéno,
planuje se v blizké budoucnosti.
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Z.avér

Cilem této prace bylo sezndmit se s problémy a tlohami, které se tykaji
matematické vizualizace. V prvni ¢asti prvni kapitoly byly popsany zakladni
metody a algoritmy, které jsou potrebné k zobrazovani védeckych dat. Byly
uvedeny ty nejpouzivanéjsi, avSak také ty, o které se dalsi metody silné opiraji
a které jsou téz zakladem softwarovych programi, umoznujicich provadét
vizualizaci dat. Vlivem dynamického rozvoje v této oblasti lze ocekavat, ze
tato ¢ast prace bude zastaravat. Muze vSak poslouzit jako stru¢ny tvod do
dané problematiky; pro zajemce jsou v literatufe uvedeny odkazy, kde lze
¢erpat dalsi informace o metodach a algoritmech, jimz jsou vénovany celé
monografie.

Druhéa a tteti ¢ast se zabyva detailnéjsim popisem metod pro konkrétni
ulohy, pficemz je jasné, ze i zde neni vyvoj zdaleka ukoncen.

Celé druha kapitola popisuje matematickou vizualizaci ,,z pohledu uziva-
tele“. Je zde uveden stru¢ny piehled uzite¢nych funkci nejrozsitenéjsich vi-
zualizaCnich programi. Tato ¢ast muze slouzit jako uzivatelska ptirucka. Je
jasné, ze detailni popis vSech funkci by zabral nékolik stovek dalsich stran,
proto jsou popsany jen ty nejzakladnéjsi. Pro vycet a popis ostatnich jsou
opét uvedeny odkazy na prislusné programové manudly.
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Dodatky

3.1 Interpolace sifovych funkci

3.1.1 Interpolace funkci jedné proménné

Nechf je na intervalu < a,b > redlné osy = ddna sit a = 29 < 11 < ... <
x, = bav jejich uzlech jsou dany hodnoty { fi}7_, funkce f(z) definované na
< a,b >. Zformulujeme tlohu po ¢astech kubické interpolace. Na intervalu
< a,b > se hleda funkce g(), kterd vyhovuje témto pozadavkim:

1. g(x) nélezi do t¥idy C?(a,b), tj. je spojita spolu se svymi derivacemi
druhého radu vcetné;

2. na kazdém z intervali < xj_1,x > je g(x) kubicky polynom tvaru

3

g(x) = gi(z) = Zal(k)(xk — x)l, k=1,...,n;
1=0

3. v uzlech sité {z;}7_, jsou splnény rovnosti
g(xk) = fk, k= 0,1,...,71;

4. ¢"(x) vyhovuje okrajovym podminkam

Prednosti interpolace, kterou jsme zvolili, se objasni v dalsim, az dokazeme
pfirozenou extrémni vlastnost takto definované funkce g(x).

Ukazeme, ze uvedena tiloha nalézt interpolacni po ¢astech kubickou funkci
g(x) mé jediné feSeni. Vyuzijeme k tomu podminky 1 az 4.

Protoze druhé derivace funkce g(z) je spojité a lineérni na kazdém inter-
valu sité < x;_1,x; >, =1,...,n, mizeme pro x;_; < xr < x; psat
Ty — X r — Ti—1

+
hi hs

9"(1’) = Mm;-1
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kde h; = x;—x;_1, my = ¢"(xx). Budeme obé strany dvakrat integrovat podle
x a dostaneme
(r; —x)3 (r —2i1)3

X, — X
=M1~ i A=
9(w) = mi 6, T e, T

T — Ti-1

B;
* hia

kde A;, B; jsou integra¢ni konstanty. Vypocteme je z podminky g(z;_1) =
fi—1, g(x;) = f;. Dosadime x = x; a © = x;_; do pfedchozi rovnice a obdrzime

2
mi—+ B = [i

6
h2
mi1—+ A = fia
6
Nakonec budeme mit
(v; —x)3 (r —2i1)3
=mj_—— " 3.1
g(z) =m;_4 o +m o, -+ (3.1)
mi_lh? T, — X mzh? r — Ti—1
/ (zi — $)2 (z — xz‘—l)z
1— 7 2
g'(x) mi_1 o +m o, + (3.2)
fi - fifl m; —Mm;—1
_ h;
+ h; 6
7 3.2 urc¢ime limity derivace zprava a zleva v bodech x1,xs,..., 2, 1:
h h fi— fix
, e — . —_ . N —
g (z; O)—6mz_1—i—3mz+ B
h; hi fix1—fi
g’(a:i +0) = — glmi — TJrlmH_l + J;;T

Podle pfedpokladu 1 jsou funkce ¢”(x) a ¢'(x) spojité na < a,b >. Z pod-

minky spojitosti ¢’'(x) v bodech z1,xs, ..., x, 1 dostaneme n — 1 rovnic
@m» . hi+hi+lmA+ hi+1mA _ fin—fi  fi—fia
6 i—1 3 % 6 i+1 hi.l,_l hl

Tyto rovnice doplnime s pfihlédnutim k okrajovym podminkam rovnicemi
mg = m,, = 0 a obdrzime soustavu linearnich algebraickych rovnic pro ne-
Znameé my, Mo, ..., My_1

Am=Hf
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Ctvercova matice A je tvaru

hi+ha ha
hithy ks 0 0 0
ha ha+hs hs 0 0
0 f? h 6h
A=| 0 s hath 0 0
O 0 O . hn671 hn"!‘gnfl

vektory m a f a obdélnikova matice H jsou dany vzorci

(ml, mao, ... ,mn,l)T

m =
fo= (fufoifa)®

(e i 0
"o 0 ;% <_h%._ W) o 0 0 (3.3)
0 0 0 (A A

Lze ukazat, ze matice A je pozitivné definitni, a tedy regularni. Z toho plyne,
ze interpolac¢ni spline-funkce g(x) je jednoznaéné dana.

Kubické spline-funkce maji jednu velmi dilezitou vlastnost. Uvazujme na
< a,b > tridu funkci, které maji druhou derivaci integrovatelnou s kvadra-
tem.

u € Wi(a,b), u(wg)=fr, k=0,...,n
Minimalizujme funkcionéal

b

O(u) = / (" ()2

a

Lze ukézat, Ze tuto rovnici minimalizuje préavé spline-funkce g(x), proto se
mnohdy spline-funkce definuji pravé jako funkce, které tento funkcional mi-
nimalizuji.

Mame-li v praxi thly, které maji svirat tecny v krajnich bodech, pouzijeme
okrajové podminky

gla)=fo. g0)=1, (a)
Zname-li kiivost kiivky v a a b, jsou podminky
g'(a) = fg, 9"(b) = fu (b)
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Vime-li o interpolované funkci, ze je periodickd s periodou b — a, je na misté
zadat okrajové podminky

g'(a)=g'(b), g"(a) =g"(b) ()

Podminky (a) povedou s ohledem na 3.2 k rovnicim

2m0+1m1_3<f1—f0_f6>

3 3 hq ha

1 2 2 — fh
M1+ =My, = h_ <fT’L _ M)

a konefné podminky periodi¢nosti spline-funkei (¢) vedou na

moy =

my
Em +hn+h1m _ fl_fn_fn_fn—l
6 "t 3 " hy h,

Témito rovnicemi doplnime soustavu a vyfresime. Podminky lze samoziejmeé
kombinovat.

3.1.2 Interpolace funkci dvou a vice proménnych
Necht D = {z,y;a < x < b,c <y < d} je obdélnik v roviné (z,y). Sestrojime
v D sit

Dy =Azr,ysa=x0<z1<...<Tp=by,c=yo<y1 <...<ym=d}

Za téchto podminek spociva tloha po ¢astech bikubické interpolace funkce
f(z,y), jejiz hodnoty jsou dany v uzlech sité Dy, v konstrukei funkee g(z,y),
ktera vyhovuje nasledujicim podminkam:

1.
9(,y) € C*(D) (34)

2. v kazdé burice sité je g(x,y) bikubicky polynom tvaru
3

g9(,y) = gz, y) = > alj(xr — ) (g — y)’ (3.5)

1,J=0
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3. na siti Dy, nabyva g(x,y)pfedepsanych hodnot

g(xk,yl):fkl, k;zO,...,n,le,...,m (36)
4. funkce g(z,y) vyhovuje podmince
0?g

92 ) (3.7)

kde v je vnéjsi normala k hranici I" oblasti D.
Nyni je treba znat i druhé derivace funkce v uzlovych bodech. Budeme-li nej-
prve fesit m + 1 linedrnich algebraickych rovnic na primkach sité¢ y = y;, j =
0,1,...,m, dostaneme hodnoty funkce g,.(x,y) v uzlech sité D;. Pak bu-
deme analogicky tesit n + 1 tloh interpolace spline-funkcemi na piimkach
r=ux;, 1 =0,1,...,m a najdeme hodnoty funkce g,,(z,y) na Dj. Pfedpo-
kladejme nyni, Ze méame vypocitat hodnotu g(x,y) v néjakém bodé (z,y) a
necht z;,_; < x < z;, yj—1 <y < y,. Ze vzorcl analogickych 3.1 mizeme
najit hodnoty g(x,y) v bodech (z;,vy) a (x;_1,y):

—U 3
g(mifla y) = Nifl,jfl (yj ) + Nz 1,]% + (38)
Ni_ j— T-2 pa— Ni_ 'T-2 — Y
+ (fil,jl — ]> yJij + (fil,j - = ]) . f;_l
9(zi,y) = Ni,j—lM + Nyj = yi 0® (3.9)

Nij-177\ y;—y w Y—Yj—1
+(fm-_1—Tﬂ e ((fy - M) vt

Budeme-li znat hodnoty ¢..(z;—1,v) a gu.(x;,y), miZeme ze vzorcu typu 3.1
najit hodnotu g(z,y). Pfipomenme, Ze funkce g,.(x,y) je po ¢astech kubicka
funkce proménné y. Resme tedy m + 1 jednorozmérnych tiloh na pifmkach
y = y; pro funkci ¢,,(x,y), jejiz sitové hodnoty uz zname. Tak dostaneme na
siti Dy, funkei gy (2, y). Oznacime-li K;j = guuyy (i, y;), mame

Gaa(@i1,y) = K151 % ) + K—IJW + (3.10)
i—1,j-177 ) y;— 1,572\ Y-y
(e o) (S
Gux(Tiyy) = Ki,j—l% + K W yj 0y (3.11)

Kij—177\ yi—y K\ y—yja
+<Ml,j_1——6 wy g (M, -

7
Pouzijeme-li znovu vzorec 3.1, uré¢ime hodnotu g(z,y):
xz T z—x_1)3

er(Tim1,)h? \ z,—a wa(Tiy)h? \ z—x,_
+<g(:ci_1,y)—g 2ica) ) o +(g(xi,y)—g S ) e
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K vypoctu je nutné tedy jednou vytesit (n+1)+(m+1)+(m+1) = 2m+

n+ 3 linearnich algebraickych soustav a urcit N;;, M;;, K;j,¢ =0,1...,n,j =
0,1,...,m. Dale dosadime do vzorcti uvedenych vyse a ziskdme tak hodnotu
9(z,y).

Problém ve dvou dimenzich 1ze snadno zobecnit i do vice rozmérné oblasti
typu kvadru v R".

3.2 Metoda siti

Necht Q C R" je omezena oblast s po ¢astech hladkou hranici a L je elipticky
operator na ().
Uloha:

Iy
Fi
a(:c)g—z +6(z)y = 7(z) na (0,7) x 99 (okrajovd podminka)

Ly = f na (0,7) x Q

y(0,2) = yo(x) na 2 (pocateéni podminka)

se nazyva smisend uloha pro Parabolickou parcialni diferencialni r20vnici.
Typové tloha pro metodu siti: Q = (a,b), Ly = D - Ay = D - 24

" 922
% — % f(z,y) na (0,7) x (a,b) (3.13)
y(t.a) = 7, yt,b) = (3.14)
y(0,2) = wyo(x) mna (a,b) (3.15)

Nahradme nyni derivace centralnimi diferencemi (uz).
Ozna¢me 7 > 0 ¢asovy krok (tj. 7= Ny1), @y, prostorovou sif na (a,b)

y(/m',jh)oényj’.€ k=0,...,Np;7=0,...,m

Néhradu rovnice provedeme v ¢asové hladiné k (¢t = k7). Tu oznacime u,
nasledujici hladinu £ + 1 oznacéime .
Soucasnd ndhrada casovych a postupnych derivaci:

a) explicitni schéma

U — U

— Duz, = f na wy,
pak @ = u + 7Duz, + 7f. RozepiSme u po uzlech.

-
uith =g+ EDW;?H —2u; +uj ) +Tff (3.16)
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Pouziti: ze zndme hladiny k feSenim u vypocitdme hladinu &k + 1 (zadi-
name pro k = 0 pocateéni podminkou)
Vazba casového a prostorového kroku:

u = Au+T1f
:>uk — Aukfl_i_Tfkfl :A2uk72+7_A fka_'_Tfk:fl S
Aku0+...

Nechceme, aby z malé zmény u° vznikla velkd zména u*; dale potiebu-
jeme, aby o(A) C (—1,1)

1-D% D5 0

A=| % 1-D% DE 0

vlastni cisla \; =1 —1 él#Dsin2 ;—’; proi=1,...,m—1
. o\Nm—
v (i BT
vektory: (sm oo )j:l |
Stabilita za podminky: —1 <1 —45D sin? o < 1, neboli D5 < %
implicitni schéma
U —u -
— Diz, = f naw,

w— 1DUze = u—l—Tf
po uzlech

i
k+1 k1 o k+1 | k+1) _  k k41
uj —Dag (“j+1 2u; "+ “j—l) =uj +7f;

opét ur¢ime hladinu £+ 1 z hladiny £; feSime soustavu linearnich rovnic
pro i

Al = u+rf
kde

1+D% —-DL 0
4= | % 1+D% D5 0

uk — A—l(uk—l + Tfk) — (A—l)Quk—l + A—lek + (A—1>27_fk;_1 _
= ...= (Ail)kuo—k,,_
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Tvrzeni: o(A™') C (—=1,1) (neboli Implicitni schéma je nepodmi-
néné stabilni). Chyba aproximace diferencidlniho operatoru % — L pro
schéma a) a b):

L — L,  (—y" — ug s presnosti O(h?))
%y

g T wnur (tj. dopfedna resp. zpétna diference) s chybou O(7)

Crank-Nicolsonovo schéma

u—u D, 1 n

Néasledujici hladina @ se najde z predchozi

D D A
0 — 7—5@% = u+ %Um + %(f + f) (opét implicitni povahy)

schéma nahrazuje rovnici 3.13 na hladiné (k + %)7’:

k+1_ Kk Y , .
4——% nahrazuji casové derivace g—{((k + %7—)7 )

s piesnosti O(7%) — centralni diference

du 3,

2

Lok ok 1o ok y @ 1 ) 1 .
2(u:f:v +u:f:p)+2(f +f ) nahrazup 8x2((k+2)T’ ) a f((k+2)7—7 )

s piesnosti O(72)

Shrnuti:
Crank-Nicolsonovo schéma m4 piesnost O(72 + h?)
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